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Panoramica

» Studieremo il problema dell’integrazione per funzioni reali
di variabile reale. Questo problema &, storicamente, legato al
problema della misura (calcolare I'area di figure con bordi
‘curvilinei’).

» Metteremo in relazione il problema dell'integrazione al
problema della primitiva.



Parte | — Teoria dell’integrazione

1. Motivazione storica all'introduzione del concetto di integrale.
2. Idee alla base della definzione di integrale di Riemann.

3. Definizione di funzione integrabile e di integrale secondo
Riemann.

4. Proprieta delle funzioni integrabili.

5. Classi di funzioni integrabili.



Parte Il - | teoremi fondamentali del calcolo

Metteremo in relazione I'integrale con il problema della
primitiva, cioe:

assegnata una funzione f : | — R, determinare (tutte) le fun-
zioni F : | — R tali che

F'(x) = f(x) Vxel.

F & detta primitiva di f.

= daremo il Primo e il
Secondo Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.




Parte Ill - Tecniche per il calcolo di integrali definiti

Esercizi su:

P integrali immediati
» formula di integrazione per parti
» formula di integrazione per sostituzione

» integrali di funzioni razionali fratte



Motivazioni: calcolo di un’area

Sia f : [a, b] — R continua e positiva.

Problema
Calcolare I'area A della regione di piano (detta sottografico di f)
compresa tra il grafico di f e I'asse delle x?77

AY
- fx)

Questo problema ha senso
perché suppongo f > 0. Di-
S versamente, non avrebbe senso
parlare di ‘sottografico’ di f.

=Y



Un problema antico..

» Archimede di Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.):
metodo di esaustione per il area cerchio/area sottesa da ramo
di parabola

» P. Fermat (1636) / N. Mercator (1668): metodi ad hoc per
area del sottografico di semplici funzioni

» I. Newton (1642-1727) / G. Leibniz (1646-1716)/ J.
Bernoulli (1667-1748): teoremi fondamentali del calcolo
integrale ~~ legami fra il calcolo di integrali e la ricerca di
primitive

» G. Riemann (1826-1866): formalizzazione matematica
rigorosa del concetto di funzione integrabile e di integrale




Un procedimento di approssimazione dell’area del
sottografico di f

& Non & la definizione rigorosa di integrale!!!
Sia f : [a, b] — R continua e positiva.
(1) Consideriamo una suddivisione {xg, X1, X2, . . . , Xn, Xn+1} di
[a, b]:
Xo=4a, Xo<x1<X<...<Xp<Xpt1=Db.
Siano I := [xj, xj+1] e A; I'area di regione piana compresa fra
graf(f), f ristretta a /;, e I'asse x.




(2) Poiché f & continua, sed; & “abbastanza piccolo”, la
variazione di f su /; sara “piccola”: ~ f costante su /;. Quindi
un’approssimazione dell'area A; & approssimabile come

Aj ~ (&) (X1 — X))

con & un punto arbitrario di /;.

Notare che f(&;)(xj+1—x;) & I'area del
rettangolo avente come base
(41— %) e altezza £(&)) .




(3) Allora un'approssimazione di A (area del sottografico) ¢ data
dalla somma delle approssimazioni delle aree A;, cioe
A A=3TT0 F(§) (X541 — x)
con & un punto arbitrario di /;

Ci si aspetta che all'aumentare
dei punti di suddivisione di [a,b],
il valore A sia un’approssimazione
sempre migliore di A.

La definizione di integrale di Riemann
formalizza rigorosamente queste
idee.



Definizione di integrale di Riemann — 1

Siano \POTES T Bhske

- [a, b] € R un intervallo (chiuso) e limitato

- f :[a, b] — R limitata, cioe

dM>0: Vxela b —M<f(x)<M.

Sotto queste ipotesi di base daremo la definizione di integrale di
Riemann.
(ciog, queste ipotesi danno senso a tutte le prossime definizioni.)

N.B.: d'ora in poi, NON supporremo che
- f sia continua su [a, b]: daremo la definizione di integrale di
Riemann per una classe pit ampia di funzioni!!
- f sia positiva su [a, b]: si perdera |'interpretazione geometrica
di integrale ~ areal!



Definizione di integrale di Riemann — 2

Definizioni preliminari
(1) Diciamo che D = {xg, x1, ..., Xn+1} € una suddivisione di
[a, b] se

a=x0<x1 <X <- <Xy <Xpp1 = b.

Si ha [a7 b] = UJ,',:OIJ' ) Ij = [Xja XjJrl]‘
(2) Date due suddivisioni Dy e Dy di [a, b], Dy & piu fine di Dy se
D, conbreme_ Jukh' ( pUmB' delle sddunnyaoue

D]_CD E
(

cioe, ogni punto della suddivisione D; & anche un punto di Ds.
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Definizione di integrale di Riemann — 3

@.Aoif 'L>/° 60492,',.Cmnw§u~'w\
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Definizioni preliminari
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(3) Sia & € [xj, xj41]: diciamo che N\We Unoreq,
D) = Z F(E) (X1 = X))
j=0

¢ una somma di Riemann di f relativa alla suddivisione D.

VB, Lo oo di Qo & legatn allare. foo o &30



Definizione di integrale di Riemann — 3
Definizioni preliminari
(4) Poniamo

s(f, D) : Z[ inf X](Xm—Xj)

o xebgrgal
S(f,D) =) [ sup f(X)] (Xj+1 — xj)
j=0

XE[x,Xj41]

s(f, D): somma inferiore associataa f ea D
S(f, D): somma superiore associata a f e a D.

Osservazioni

(1) Queste definizioni hanno senso perché f & limitata su
[a, b]



In effetti, per ipotesi f & limitata, cioe
dM>0Vxela,b: —M<f(x)<M.

In particolare, questo assicura che, per ogni j =0,...,n, la
restrizione di f a [x;, xj+1] & inferiormente limitata, cioe

inf  f(x) > —o0

x€[xj,xj41]

(infatti, si ha inf,cp xp] F(X) = —=M).
= s(f, D) & ben definita.

e Con un argomento analogo (eserciziol) si vede che S(f, D) e
ben definita.



s, D)= Z (mwﬂ ) Z(ﬁb\ E P8 \(75(.3)

=0 t KJH
Osservaznonl S‘((L‘ D) = 2 Q\»\pi\o-) (Kﬁ.—xJ)
(2) Per ogni suddivisione D e per ognlgomma g Rlemann
Z(f-7 D)r

s(f, D) < ¥(f,D) < S(f, D) (%)

Dimostrazione: Sia D = {a=xp < x1 < ... < Xpt+1 = b} una
suddivisione di [a, b]. Per j € {0,1,...,n}, fissiamo un punto
& € [xj, xj+1]. Allora si ha

inf  f(x) <f(§) < sup  f(x) (%)

x€[xj 11l x€[xj,Xj41]

La disuguaglianza (*) segue sommando (xx) per j € {0, ..., n}.



Se , allora s(f, D) e S(f, D) assumono un preciso

significato geometrico.

Definizione: chiamiamo plurirettangolo un’unione finita di
rettangoli, non sovrapposti, con lati paralleli agli assi x e y.

s(f,D) & la
somma delle aree

dei rettangoli
gialli, cioe &
I'area del pluriret-
tangolo avente
come altezze

ianE[Xj7Xj+1] f(X)



Se , allora s(f, D) e S(f, D) assumono un preciso

significato geometrico.

Analogam.,

S(f,D) e larea
del pluriret-
tangolo avente
come altezze

SUPx €[] (%)



m Sia e sia A |'area del sottografico di . Allora
Per ogni suddivisione D si ha

s(f,D) < A < S(f,D)




Conseguenze del confronto fra due suddivisioni...
Sia f : [a.b] — R limitata e siano D;, D, due suddivisioni di [a, b].
Allora

1.

2.

Clae

i

[P Ve BU

s(f, D1) < S(f,D») VvV Dy, Dy

(non lo dimostriamo... abbiamo dimostrato questa proprieta
nel caso particolare D; = D, = D)

Supponiamo che D5 sia piu fine di Ds:
D1 C D2
Allora

'umodzmd/o pumb’ s(f, D1) <s(f, D)

S(f, Dy) < S(f, D1)

Raffinando la suddivisione di [a, b] la somma inferiore cresce,
mentre quella superiore decresce.

(non dimostreremo neppure questa proprieta; ... verifichiamo
solo che la somma inferiore cresce al raffinarsi della
suddivisione su un esempio grafico..)



Per esempio, supponiamo che D, si ottenga aggiungendo un punto
a D, e vediamo il comportamento delle somme inferiori

It
¥

y=f(z)

-

y = f(z)

-




Esercizio: costruire esempi grafici che mostrino che la somma
superiore decresce al raffinarsi della suddivisione.

Punto della situazione: ci aspettiamo che I'area del sot-
tografico si ottenga ‘prendendo il limite’ (in un senso opportuno)
delle somme inferiori s(f, D) e delle somme superiori S(f, D) al
raffinarsi delle suddivisioni D.

Per le proprieta di monotonia viste, ci aspettiamo che
ol o Pimonerde B, S\ 7

“lims(f, D)” = sup{somme inferiori, al variare delle suddivisioni}

“limS(f, D)" = inf{somme superiori, al variare delle suddivisioni}

LB maanse LT SEd >

Ora formalizziamo queste idee.




Definizione di integrale di Riemann — 4

Definizioni preliminari

(5) Data f : [a, b] — R limitata, definiamo integrale inferiore
J'(f) e integrale superiore J/(f) di f su [a, b] i numeri

J(f) :=sups(f, D) = sup {s(f, D) : D suddivisione di [a, b] }
D

() == ing(f, D) =inf {S(f, D) : D suddivisione di [a, b] }

Oss.: f & limitata = J'(f), ’(f) € R.
Oss.: Si ha che

() <9°(F)




Dimostriamo che

T(f) <7°(F)

Infatti, ricordiamo che per ogni coppia di suddivisioni D; e D, di
[a, b], si ha
S(f, Dl) S S(f, D2) (*)

Poiché D; in (%) & arbitrario, deduciamo che

J(f) = sup{s(f, D1) : D sudd. di [a, b]} < S(f, D) (%)

per ogni suddivisione D, di [a, b].

Siccome anche D, & arbitraria in (%), prendendo inf rispetto a D
in (xx) si ha

J(f) <inf{S(f, D2),: D sudd. di [a, b]} = I"(f),

cioe la tesi.



Definizione di integrale di Riemann — 5

Integrale di Riemann
Una funzione limitata f : [a, b] — R si dice integrabile secondo
Riemann nell'intervallo [a, b] se

7(f) = 7'(f)

In tal caso scriviamo
b
/ F(x) dx = 9'(£) = 7'(F)
a

e chiamiamo fab f(x) dx integrale di Riemann di f in [a,b] (ae b
si dicono estremi di integrazione).

Quindi, l'integrale di Riemann & il valore comune fra J'(f) e /().



Se f >0, allora fab f(x) dx coincide con I'area A della regione di
piano tra il grafico di f, I'asse x e le rette x =ae x = b.

AY

- Jx)




N.B.
L'interpretazione
integrale = area

si perde quando f NON & positiva

v

Qui fab f(x)dx e
la differenza fra
I'area(figura scura)
e I'area(figura
chiara), e quindi
non € piu un'areal!




Teorema: condizione necessaria e sufficiente per
I'integrabilita

Sia f : [a, b] — R una funzione limitata. Allora f & integrabile se
e solo se per ogni € > 0 esiste una suddivisione tale che

Ve > 0 3 D, suddivisione di [a, b] t.c.
S(f, D) — s(f, D.) < e. (c)

Inoltre, per ogni somma di Riemann X(f, D.) associata a D, si ha

/b F(x) dx — (f, D.)| < <.

Questo teorema in particolare assicura che anche le somme di
. . , . . . b
Riemann sono ‘buone’ approssimazioni di [ f(x) dx
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Interpretazione geometrica del criterio di
integrabilita (se f > 0)

Ve > 0 3 D, suddivisione di [a, b] t.c. S(f,D.)—s(f,D.)<e
-—

(b carts Lo, SMuA wrskiRe <
O (NBERiops
. et dr Fm‘(} = Sota

oL, bs\ Sormmoc
Oleg "IULQ'W&DL.MA

Blomuwi
g (‘(\‘ 2\ Somma_
Glee il twa

hwcﬂm LANN|TY



Esempio di funzione limitata non integrabile

La funzione di Dirichlet f : [0,1] - R

1 se x € QNJ0,1],
f(x) =

0 altrimenti.






Esempio di funzione limitata non integrabile

j&,mm o 1 se x € QN[0,1],
Ot f(x) =
0 altrimenti.
,(—:' tO(’l.] - (2

Allora per ogni suddivisione D si ha

S(,0) =" 0(x:1—) =0, S(f, D)
j=0

Il

[
—~
X
+
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\

X
~

Il
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Quindi J(f) =0 < J”(f) =1 e f non & integrabile secondo
Riemann su [0, 1].



Classi di funzioni integrabili

Diamo cioe delle condizioni sufficienti per I'integrabilita..

(1) Sono integrabili le funzioni costanti f(x) =c, c € R, el
valore del loro integrale di [a, b] &

b NB. da ot
/acdx—c( _‘FDHMM&
T‘ﬁ» V‘ede twhibo
c g8 md(@,o) olterg

= mggab:(m PSR es
o lx'b ? ~

Cx\— -5 w
(o lo)- 1)

2#5")M=—6’< 0

(2) Sono integrabili le funzioni continue f : [a; ;3] — R

gfc dr= ongy = c( [o—Q)\



Classi di funzioni integrabili

(3) Sono integrabili le funzioni continue a tratti: f : [a,b] — R ¢
continua a tratti se esiste una suddivisione
S ={x0,x1,...,xnt1} di [a, b] tale che f & continua su ogni
intervallo aperto |xj, xj;+1[ ed esistono finiti i limiti
lim f(x) e lim f(x).

X—)Xj X—>X.




Classi di funzioni integrabili

(4) Sono integrabili le funzioni monotone
ntegrabill

(5) Sono integrabili le funzioni limitate e monotone a tratti.

_

Tutte queste condizioni sono sufficienti, non necessarie, per
I'integrabilita.

C{oe etretomo Q/V\?\OW\ cdu oo J'Mng'\/O\}Q\Qk'

M (v Co't\lfxv\me,
et tonn G/V\'%‘\OMA o owo J'N\LQ&)'\Q}“\Q&

oM vim W\O\M.Q{“OIAE.H






Proprieta dell’integrale
Siano f, g : [a, b] — R integrabili. Allora, ¥ A € R le funzioni

f+g, A, |f| sono integrabili,
V[e,d] C[a,b] flic,q) & integrabile.

Inoltre:
(a) Proprieta di linearita : Vo, f € R

/ab(af(x) + g (x)) dx = oz/ab f(x) dX+/6/abg(X) dx:



(b) Proprieta di confronto: se f(x) < g(x) per ogni x € [a, b],

si ha
/ " () dx < / " ()

Fulerpretozone aw“a«m@/ . 5o 0&feegu
¢ ¥x cta b
A

42 LB fo\dr - anegy
/‘/, ltogrmftes di P
f > €

o k gab (x) d&__ ongy
eotogafreo st g




{753 = %H‘)amﬁmehfgaolmdmf_w e\l‘j e la way

(c) Proprieta di additivita: V¢ €]a, b| Greo € prw [*ICC-:LQ)

/abf(x) dx = / (x) dx+/cb F(x) o

In’rermeﬂwamm@m e £>0 on o]

r LF fo\ dr =
@‘ oure o “D‘deﬁ“w
] > B MQ»Q/( )
C "4 o\/u,g,( )
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(d) Confronto con il modulo:
/b
= MR e

b
dx < / |f(x)| dx.

fqblﬁolm;



Simmetrie
Supponiamo che

f:[-aa = R, [—a,a]intervallo simmetrico rispetto a origine

» Se f & pari (cioe f(—x) = f(x) per ogni x € [—a, a]), allora

Tfydx =2 [ F(x) dx.
—a 0

:e‘bj_iﬁx\d/x.
( parehl “; foda - y.: ‘Qmmj)
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» Se f & una funzione dispari (cioe f(—x) = —f(x) per ogni
x € [—a, a]) si ha

f(x)dx =0.

—a

Qus - Li fordox =

= one(grieyo) ~onus (hea
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(& 2 aree souo
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Convenzione sui segni
Sia f : [a, b] — R integrabile e siamo «, 5 € [a, b] con a < 3.
Poniamo

/aaf(x)dx:o e /Baf(x)dx::—/jf(x)dx.

T o Mas tonu Tonmwton, prando scommbxo 2 ordling
ds Om}\l%m}mul cormbao YQJ—Q%/WD &Q&\—dmﬁ%m\
Pee est ( feadx = -S\ fod vt
Con questa convenzione abbiamo che 5
per ogni a, 3,7 € [a, b]

si ha la formula di additivita

/j F(x) dx = /J £(x) dx+/y5 £(x) d.
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NB & bew defutay sofo Lo
Definizione 3o Apctese e e imlegrokile |
Sia f : [a, b] = R una funzione jintegrabile. Chiamiamo media
integrale di f su [a, b] il valore

) _ dnlegmle

b
Mf—b a/ f(x) dx. O
B a awn
) oxl(,o

La media integrale

Teorema della media integrale
Sia f : [a, b] — R continua. Allora esiste ¢ € [a, b| tale che

f(c) = My, cioe {Cc\ ga fodx
b \/I) e
dcela, b : / f(x)dx = f(c)(b— a).

N.B. Il teorema della media vale se f & continua. Non basta che f

sia integrabile!



Dimostrazione
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La condizione che f sia continua non puo essere omessa:
consideriamo ad esempio la funzione f : [0,2] — R data da

A
1 0<x<«1 ﬂ‘
'—
f(x) =
2 1<x<?2 o
{ —>
Allora 1 2 ~
1 2

/v/f:;/:f( dx_l(/lﬁ;dx+/2fﬁx>:;(1+2) ;’

LAPQF(‘LW ds aoldutian
Jo‘-(:(o(\dxz S:L'Lc()(: 4 SA QX\dK:X,tZM

= 2

Ma non esiste alcun punto c € [0,2] tale che f(c) = 3.



Il problema della primitiva

Sia I C R intervallo aperto. Data f : | — R, trovare F : | — R,
derivabile, tale che

~ F'(x)=f(x) Vxel. (%)
( ANTI DERWVATA)
Chiamiamo primitiva di f su I ogni funzione

F:1— 1R, derivabile, verificante (x).

Esempi

(1) f(x)=1,xeR 2 — Tode P’Pﬂﬂmma‘re

Fozxt4" ®
(2) f(x)=x,xeR Fear- & oo Fox\e ExC
(3) F0 —cos(x), x e B VEE M R

L_)) & = Q(M(x\/' 0 omehy Fo\= s + €£ﬁL



Interpretazione geometrica

Una primitiva F di f & una funzione tale che per ogni xg la
tangente al grafico di F nel punto xp & una retta il cui coefficiente

angolare & proprio pari a f(xp).

TIontalty

Y y="Flz)

N4

y=mz+qeonm = F'(zo) = f(zs)

oA

n e Tamdem‘tw

—\
{ixa\ = T (o), che &

Coz.aaw\&‘a:{tt
wgolare delley
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Osservazione: non unicita delle primitive
Sia f : | = R. Se f ammette una primitiva F su /, allora f
ammette di fatto infinite primitive su /: si ha che
V¢ € R la funzione x € | — F(x) + ¢ & una primitiva di f.
F(x)+c




Osservazione: non unicita delle primitive
Sia f : | = R. Se f ammette una primitiva F su /, allora f
ammette di fatto infinite primitive su /: si ha che

V¢ € R la funzione x € | — F(x) + ¢ & una primitiva di f.
Flz) +ec &'e,OW\{ e W\evft(”
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Definizione
Data f : | — R, chiamiamo integrale indefinito di f (su /)
I'insieme di tutte le primitive di f (su /), ammesso che ne esistano.

Lo denotiamo con
/f(x) dx.

N.B.: l'integrale indefinito non & un numero, & un insieme di
funzioni

e Abbiamo visto che, se I'insieme delle primitive & non vuoto,
esso contiene infinite funzioni, in particolare tutte le funzioni del
tipo

{F +c: ceR} con F una particolare primitiva di f.

In questo modo otteniamo tutte le primitive di 777



> Questo ¢ VERO se f e definita su un intervallo
( Rcopmartd cla TP & umamewallo
[CE V/‘Xf\jérl omeln TN ¢ F\IMH 2€ (9((&3

Mpowltugoww Om Cora a T ).

» Questo € FALSO se f non é definita su un intervallo

Esempio
1 .
f(x) = —— onxe R\ {0} (non & intervallo!)
Ruyol |
A 4

ammette come primitive tutte le funzioni della forma (con ¢ # o,
in generale)

Flx) = %—i—cl se x <0 Q,“C_-,_e:(-) ,
lig sex>0 costonht arbfmante



Data 1
f(x) = —53 onxe R\ {0}

il suo integrale indefinito & costituito dalle F

1

2 0
F(x) = ;+C1 se X <

st sex>0

Vv

|




& Ritorniamo a funzioni definite su intervalli.

Proposizione

sia | intervallo, f : | = R, e F, F:l =R due primitive di f
sull'intervallo /. Allora esiste

JceR: Vxel F(x)=F(x)+c.

Dimostrazione: ?O\M\O\)\M/O
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Corollario: il teorema di struttura degli integrali
indefiniti

Sia f : | — R e supponiamo che essa ammetta una primitiva F.
Allora l'integrale indefinito di f & dato da

/f(x)dx—{F+c: ceR}.




Esempio
. . X3
Una primitiva di f(x) = x? & F(x) = %3 Quindi [x?dx =% + ¢

NR Convere f{i}(:&}
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Osservazioni:

(1) il calcolo di un integrale indefinito da’ come risultato un
insieme di (infinite) funzioni. Per selezionare una sola fra tutte
le primitive di una assegnata f, & sufficiente imporre che, in
un dato punto xp, la primitiva assuma un assegnato valore yp.

Cﬂ_e,\( M gnoldema do ta fil\—aP/
Taovoe T PR Jola elue_

F\(x\={o<) VxeT

Fecar 4o
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Osservazioni:

(2) Vale il teorema di linearita per gli integrali indefiniti: per ogni
o, BE€R, perogni f, g: 1 — Rsiha

/(af(x)—i—ﬁg(x)) dx:a/f(x) dx+,6’/g(x) dx



Integrali indefiniti delle funzioni elementari

, Xr+1
R\ {-1 =
VreR\{-1} /X dx r+1+c,
1
— :I
[ 5 ae=tn(x)+e.

VaeR\ {0} /sin(ax) dx = —écos(ax)%—c,
VaeR\ {0} /cos(ax) dx = ésin(ax) +c,

VaeR\ {0} /cos21(ax) dx:/(1+tan2(ax)) dx

1
=—t
- an(ax) + c,

1
VaeR\ {0} /eo‘xdx:aeo‘x—l—c,

1 1
VOZ € R\{O} /1_|_O[2X2 dX = aarctan(ax) +c



Esempio:
Calcolare la primitiva (I'unica!) F: R — R di

1
x2+ 4’

f(x) = x>+ xeR

tale che F(0) = 3.







Problema: esistenza di primitive?

Il primo teorema fondamentale del calcolo garantisce che, se
f: 1 — R & continua su /, allora f ammette (infinite) primitive su
I.

Definizione
Siano f : [a, b] — R una funzione integrabile. Chiamiamo funzione
integrale di f la funzione A : [a, b] — R definita da

A(x) == /X f(t)dt perogni x € [a, b],

con c¢ € [a, b] fissato.
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Il primo teorema fondamentale del calcolo integrale

Siano f : [a, b] — R una funzione continua su [a, b]. Sia
c € a, b] esia A: [a, b] — R la funzione integrale

Alx) = / F(t)dt Vx € [ab]

Allora A & derivabile per ogni x €]a, b, e si ha

Al(x)=f(x) Vx¢€la,bl

Quindi f ammette una primitiva (e poi ne ammettera infinite), & la
funzione A.
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In conclusione, 3 &, tale che

- h h
A(xo + h) — A(x0) _ f(e) on &h € [x0,x0 + h] se h>0,
h th[Xo+h,Xo] se h < 0.
Quindi
. Alxo+h) —Alxo) .
/llno h B /Ivlno F(&h)
e

lim £(6) = £(x0)

perché, per h — 0, si ha che £, — xg, e la funzione f & continua in xg
(ricordare la caratterizzazione della continuita tramite limiti di successioni).
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Come per il teorema della media, anche qui 'ipotesi di continuita
su f & fondamentale: la funzione f : [-1,1] — R data da

-1 —-1<x<0 i
fx) = T
- A
1 0<x<1 v

& integrabile in quanto continua a tratti, ma non ammette alcuna
primitiva. Cioeé non esiste alcuna funzione derivabile
F:[-1,1] — R tale che

- -1 -1<x<0

Y =
ANZEE O )

* 1 0<x<1

Infatti, se F soddisfa (*), allora si ha
Fi(0)=1, F.(0) = —1.

e quindi F non e derivabile in x = 0.



Corollario del Primo Teorema fondamentale del
calcolo

Le funzioni continue f su un intervallo /| C R ammettono sempre
una primitiva.

Tutte e sole le primitive di f si ottengono aggiungendo una
costante arbitraria a

A(x) = / F(t) dt
a
dove a & un elemento di /: quindi

processo di integrazione =- primitive di una funzione continua



Il secondo teorema fondamentale del calcolo
Siano | C R un intervallo e f : | — R continua. Allora per ogni
a,belsiha

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a)

dove F & una qualsiasi primitiva di f.

Osservazione:

primitive di una funzione continua = calcolo di integrali

(non si passa attraverso la definizione di integrale: somme superiori
e inferioril!)
Notazione: F(b) — F(a) = [F(x)]"

a

b
/a F(x) dx = [F(x)]°.



Dimostrazione del secondo teorema fondamentale
del calcolo
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