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Panoramica

I Studieremo il problema dell’integrazione per funzioni reali

di variabile reale. Questo problema è, storicamente, legato al

problema della misura (calcolare l’area di figure con bordi

‘curvilinei’).

I Metteremo in relazione il problema dell’integrazione al

problema della primitiva.



Parte I – Teoria dell’integrazione

1. Motivazione storica all’introduzione del concetto di integrale.

2. Idee alla base della definzione di integrale di Riemann.

3. Definizione di funzione integrabile e di integrale secondo

Riemann.

4. Proprietà delle funzioni integrabili.

5. Classi di funzioni integrabili.



Parte II - I teoremi fondamentali del calcolo

Metteremo in relazione l’integrale con il problema della

primitiva, cioè:

assegnata una funzione f : I ! R, determinare (tutte) le fun-
zioni F : I ! R tali che

F 0
(x) = f (x) 8 x 2 I .

F è detta primitiva di f .

=) daremo il Primo e il

Secondo Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.



Parte III - Tecniche per il calcolo di integrali definiti

Esercizi su:

I integrali immediati

I formula di integrazione per parti

I formula di integrazione per sostituzione

I integrali di funzioni razionali fratte



Motivazioni: calcolo di un’area

Sia f : [a, b] ! R continua e positiva.

Problema

Calcolare l’area A della regione di piano (detta sottografico di f )
compresa tra il grafico di f e l’asse delle x???

Questo problema ha senso

perché suppongo f � 0. Di-

versamente, non avrebbe senso

parlare di ‘sottografico’ di f .



Un problema antico..

I Archimede di Siracusa (287 a.C. – 212 a.C.):

metodo di esaustione per il area cerchio/area sottesa da ramo

di parabola

I P. Fermat (1636) / N. Mercator (1668): metodi ad hoc per

area del sottografico di semplici funzioni

I I. Newton (1642–1727) / G. Leibniz (1646–1716)/ J.

Bernoulli (1667–1748): teoremi fondamentali del calcolo

integrale  legami fra il calcolo di integrali e la ricerca di

primitive

I G. Riemann (1826–1866): formalizzazione matematica

rigorosa del concetto di funzione integrabile e di integrale



Un procedimento di approssimazione dell’area del

sottografico di f

| Non è la definizione rigorosa di integrale!!!

Sia f : [a, b] ! R continua e positiva.

(1) Consideriamo una suddivisione {x0, x1, x2, . . . , xn, xn+1} di

[a, b]:

x0 = a, x0 < x1 < x2 < . . . < xn < xn+1 = b.

Siano Ij := [xj , xj+1] e Aj l’area di regione piana compresa fra

graf(f), f ristretta a Ij , e l’asse x .

.am
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(2) Poiché f è continua, se Ij è “abbastanza piccolo”, la

variazione di f su Ij sarà “piccola”: ⇠ f costante su Ij . Quindi
un’approssimazione dell’area Aj è approssimabile come

Aj ⇠ f (⇠j)(xj+1 � xj)
con ⇠j un punto arbitrario di Ij .

Notare che f (⇠j)(xj+1�xj) è l’area del
rettangolo avente come base

(xj+1 � xj) e altezza f (⇠j).

:/
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(3) Allora un’approssimazione di A (area del sottografico) è data

dalla somma delle approssimazioni delle aree Aj , cioè

A ⇠ Ã =
Pn

j=0 f (⇠j)(xj+1 � xj)
con ⇠j un punto arbitrario di Ij

Ci si aspetta che all’aumentare

dei punti di suddivisione di [a, b],
il valore Ã sia un’approssimazione

sempre migliore di A.

La definizione di integrale di Riemann

formalizza rigorosamente queste

idee.



Definizione di integrale di Riemann – 1

Siano

- [a, b] ✓ R un intervallo (chiuso) e limitato

- f : [a, b] ! R limitata, cioè

9M � 0 : 8 x 2 [a, b] �M  f (x)  M.

Sotto queste ipotesi di base daremo la definizione di integrale di

Riemann.

(cioè, queste ipotesi danno senso a tutte le prossime definizioni.)

N.B.: d’ora in poi, NON supporremo che

- f sia continua su [a, b]: daremo la definizione di integrale di

Riemann per una classe più ampia di funzioni!!

- f sia positiva su [a, b]: si perderà l’interpretazione geometrica

di integrale ⇠ area!!

tira
-



Definizione di integrale di Riemann – 2

Definizioni preliminari

(1) Diciamo che D = {x0, x1, . . . , xn+1} è una suddivisione di

[a, b] se

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b.

Si ha [a, b] =
Sn

j=0 Ij , Ij = [xj , xj+1].

(2) Date due suddivisioni D1 e D2 di [a, b], D2 è più fine di D1 se

D1 ⇢ D2

cioè, ogni punto della suddivisione D1 è anche un punto di D2.

Da contiene tutti i punti della suddivisione
Di

Esempio GRAFICO



ero
>
ed

esige Xg
'

i-x.jp
o a sei mesi ha ×

, b

De { Xo = a < ×, < Xz«se xueb }
Una suddivisione più fine di D, è D=
Dà { xòeaciicxacxsicxàcxscxokb }

tutti i punti dita sono contenuti in D=



Definizione di integrale di Riemann – 3

Definizioni preliminari

(3) Sia ⇠j 2 [xj , xj+1]: diciamo che

⌃(f ,D) =

nX

j=0

f (⇠j)(xj+1 � xj)

è una somma di Riemann di f relativa alla suddivisione D.

Casa 1 : fzo Cosa 2 : f non più
y a positiva

f-'G)le-xD
= area di÷É÷÷÷t÷÷÷

Mani :
fisica-xD1

⇐è un'area

NE la somma di Riemann è legata all'area sole se fzo



Definizione di integrale di Riemann – 3

Definizioni preliminari

(4) Poniamo

s(f ,D) :=

nX

j=0


inf

x2[xj ,xj+1]
f (x)

�
(xj+1 � xj)

S(f ,D) :=

nX

j=0

"
sup

x2[xj ,xj+1]
f (x)

#
(xj+1 � xj)

s(f ,D): somma inferiore associata a f e a D
S(f ,D): somma superiore associata a f e a D.

Osservazioni

(1) Queste definizioni hanno senso perché f è limitata su

[a, b]



In e↵etti, per ipotesi f è limitata, cioè

9M > 0 8 x 2 [a, b] : �M  f (x)  M .

In particolare, questo assicura che, per ogni j = 0, . . . , n, la
restrizione di f a [xj , xj+1] è inferiormente limitata, cioè

inf
x2[xj ,xj+1]

f (x) > �1

(infatti, si ha infx2[xj ,xj+1] f (x) � �M).

=) s(f ,D) è ben definita.

• Con un argomento analogo (esercizio!) si vede che S(f ,D) è

ben definita.



Osservazioni

(2) Per ogni suddivisione D e per ogni somma di Riemann

⌃(f ,D),

s(f ,D)  ⌃(f ,D)  S(f ,D) (?)

Dimostrazione: Sia D = {a = x0 < x1 < . . . < xn+1 = b} una

suddivisione di [a, b]. Per j 2 {0, 1, . . . , n}, fissiamo un punto

⇠j 2 [xj , xj+1]. Allora si ha

inf
x2[xj ,xj+1]

f (x)  f (⇠j)  sup

x2[xj ,xj+1]
f (x) (??)

La disuguaglianza (?) segue sommando (??) per j 2 {0, . . . , n}.

sfida! ¥!! EKDT-%fadfz.iq
S'ifeng.se?!?siAei-xd



Se f � 0 , allora s(f ,D) e S(f ,D) assumono un preciso

significato geometrico.

Definizione: chiamiamo plurirettangolo un’unione finita di

rettangoli, non sovrapposti, con lati paralleli agli assi x e y .

s(f ,D) è la

somma delle aree

dei rettangoli

gialli, cioè è

l’area del pluriret-

tangolo avente

come altezze

infx2[xj ,xj+1] f (x)



Se f � 0 , allora s(f ,D) e S(f ,D) assumono un preciso

significato geometrico.

Analogam.,

S(f ,D) è l’area

del pluriret-

tangolo avente

come altezze

supx2[xj ,xj+1] f (x)



Sia f � 0 e sia A l’area del sottografico di f . Allora
Per ogni suddivisione D si ha

s(f ,D)  A  S(f ,D)



Conseguenze del confronto fra due suddivisioni...

Sia f : [a.b] ! R limitata e siano D1, D2 due suddivisioni di [a, b].
Allora

1. s(f ,D1)  S(f ,D2) 8D1, D2

(non lo dimostriamo... abbiamo dimostrato questa proprietà

nel caso particolare D1 = D2 = D)

2. Supponiamo che D2 sia più fine di D1:

D1 ⇢ D2

Allora

s(f ,D1)  s(f ,D2)

S(f ,D2)  S(f ,D1)

Ra�nando la suddivisione di [a, b] la somma inferiore cresce,

mentre quella superiore decresce.

(non dimostreremo neppure questa proprietà; ... verifichiamo

solo che la somma inferiore cresce al ra�narsi della

suddivisione su un esempio grafico..)

"Èggiungendo punti
alla~suddivisione



Per esempio, supponiamo che D2 si ottenga aggiungendo un punto

a D1, e vediamo il comportamento delle somme inferiori



Esercizio: costruire esempi grafici che mostrino che la somma

superiore decresce al ra�narsi della suddivisione.

Punto della situazione: ci aspettiamo che l’area del sot-

tografico si ottenga ‘prendendo il limite’ (in un senso opportuno)

delle somme inferiori s(f ,D) e delle somme superiori S(f ,D) al

ra�narsi delle suddivisioni D.

Per le proprietà di monotonia viste, ci aspettiamo che

“ lim s(f ,D)
00
= sup{somme inferiori, al variare delle suddivisioni}

“ lim S(f ,D)
00
= inf{somme superiori, al variare delle suddivisioni}

Ora formalizziamo queste idee.

pisefzo
-

-al ragionarsi diD ,
s'fidi A

Fermarsi diD ,
scendi »



Definizione di integrale di Riemann – 4

Definizioni preliminari

(5) Data f : [a, b] ! R limitata, definiamo integrale inferiore

I0(f ) e integrale superiore I00(f ) di f su [a, b] i numeri

I0(f ) := sup
D

s(f ,D) = sup
�
s(f ,D) : D suddivisione di [a, b]

 

I00(f ) := inf
D

S(f ,D) = inf
�
S(f ,D) : D suddivisione di [a, b]

 

Oss.: f è limitata =) I0(f ), I00(f ) 2 R.

Oss.: Si ha che

I0(f )  I00(f )



Dimostriamo che

I0(f )  I00(f )

Infatti, ricordiamo che per ogni coppia di suddivisioni D1 e D2 di

[a, b], si ha
s(f ,D1)  S(f ,D2) (?)

Poiché D1 in (?) è arbitrario, deduciamo che

I0(f ) = sup{s(f ,D1) : D1 sudd. di [a, b]}  S(f ,D2) (??)

per ogni suddivisione D2 di [a, b].

Siccome anche D2 è arbitraria in (??), prendendo inf rispetto a D2

in (??) si ha

I0(f )  inf{S(f ,D2), : D2 sudd. di [a, b]} = I00(f ),

cioè la tesi.



Definizione di integrale di Riemann – 5

Integrale di Riemann

Una funzione limitata f : [a, b] ! R si dice integrabile secondo

Riemann nell’intervallo [a, b] se

I0(f ) = I00(f )

In tal caso scriviamo

Z b

a
f (x) dx = I0(f ) = I00(f )

e chiamiamo
R b
a f (x) dx integrale di Riemann di f in [a, b] (a e b

si dicono estremi di integrazione).

Quindi, l’integrale di Riemann è il valore comune fra I0(f ) e I00(f ).



Se f � 0, allora
R b
a f (x) dx coincide con l’area A della regione di

piano tra il grafico di f , l’asse x e le rette x = a e x = b.



N.B.

L’interpretazione

integrale = area

si perde quando f NON è positiva

Qui
R b
a f (x) dx è

la di↵erenza fra

l’area(figura scura)

e l’area(figura

chiara), e quindi

non è più un’area!!



Teorema: condizione necessaria e su�ciente per

l’integrabilità

Sia f : [a, b] ! R una funzione limitata. Allora f è integrabile se

e solo se per ogni " > 0 esiste una suddivisione tale che

8 " > 0 9D" suddivisione di [a, b] t.c.

S(f ,D")� s(f ,D")  ".

Inoltre, per ogni somma di Riemann ⌃(f ,D") associata a D" si ha

����
Z b

a
f (x) dx � ⌃(f ,D")

���� < ".

Questo teorema in particolare assicura che anche le somme di

Riemann sono ‘buone’ approssimazioni di
R b
a f (x) dx

(c)



La dimostrazione → leggetela voi limonati}
Dimostrazione
Dimostriamo che (c) è equivalente all'integrabilità

Secondo Riemann .

1) f integrabile ⇒ ce)

Ipotesi [
"

(ft= I' (f) (e sono entrambi numeri
- reali )
Ricordo che I' fft-snpfs.fiD) / D suddivisione

di tams }
Per la caratterizzazione di sup con E ,

si ha che
i

¥ E> o Z una suddivisioneDa di theb) tale che

I'71-E a siti d'e) e I'f)
2



( N. B. : di fatto , applico la caratterizzazione con § ;
la disuguaglianza e segue dal fatto che I' Ifi è il

sup su tutte le suddivisioni)

Analogamente , dalla caratterizzazione di infame
segua che
¥ Eso Z una suddivisioneDa" di te eb) tale che

[
" (f) e Scf , Ds " ) s t

"

AHI
Ora sia Ds : = De' UDE" IN unione delle 2

suddivisioni) .
Quindi

, per costruzioneDE
è

più fine sia di D.è che di Ds" , in quanto
DI c.Ds e Ds " CDE .



Ricordo che

. al raffinarsi della suddivisione le somme

ninfomani aumentano . Quindi avremo

I' Ifi - § e si f. De
' ) e slf, Dc) e I' (f)

te
perché comunque
Ì e

' rap su
tutte le
suddivisioni

.
al raffinarsi della suddivisione le somme

superiori diminuiscono - Quindi

[
" (f) E sfide) e Scf , Ds " ) s t

"

AHI
1



dove ✓ è vera perché È fflè l'infortuna
le suddivisioni

Quindi si ha

Sfide) s I" Alessi
Ìlft-E = silfide)
2

e I'(f)- I" (ft feb fcxidse
Pertanto

0 e scende) - set Del kg -4¥-Ea)
{chi somma superiore a LEE = E

somma inferiore cioè (c)



Viceversa
, supponiamo che valga (e)

e dimostriamo che f- è integrabile su taib) .
È sufficiente osservare che

OE I' Ifi - I' f) s Sif , Del - slf ,DEI E E

perche
'

Slf , Del ZI" (f)
e slf , Ds) E I' (f)

Quindi concludiamo che VI so

0 E I
" Ifl- I' (f) e E

Da questo si vede facilmente che
I' lfli I" (ft .



Sia inoltre Elf , de ) una generica somma
di Riemann associata alla suddivisione DE
Silva che

Elfi de) - fabfexidse
E scf.de) - schede) E E
di

qui abbiamo usato che

Eff . De ) e Scf , De)
e che fabfcxidse = I' lflesnpfslf , D)}

al
variare di D

quindi - sabauda e - s (f. Ds)



Annegamento
fabfcaidx - Eff.de)
e Scende) - slf , Del EE

perché 3ft.de/zslfcDe)

e perché fabfexsdse . I' lftinf } SIEDI}
D

Poiché
sab #µ - Iliade) 's

e Elfi Del- fabfexidxso
Concludiamo che



µ Exide - Sete delle c
e questo conclude la dimostrazione

DX



Interpretazione geometrica del criterio di

integrabilità (se f � 0)

8 " > 0 9D" suddivisione di [a, b] t.c. S(f ,D")� s(f ,D")  ".

70

=
lo scarto fra somma superiore a

somma inferiore
di f suDa = somma
AREE rettangoli scuri

sitiDel = somma
aree rettangolimi
bianchi

[ ff,Ds) = somma
aree rettangolari
bianchi escuri



Esempio di funzione limitata non integrabile

La funzione di Dirichlet f : [0, 1] ! R

f (x) =

8
<

:

1 se x 2 Q \ [0, 1],

0 altrimenti.





Esempio di funzione limitata non integrabile

f (x) =

8
<

:

1 se x 2 Q \ [0, 1],

0 altrimenti.

Allora per ogni suddivisione D si ha

s(f ,D) =

nX

j=0

0 (xj+1 � xj) = 0 , S(f ,D) =

nX

j=0

1 (xj+1 � xj) = 1

funzione di

Llirichlet

F.tondaE



Grafico della funzione di Dini chlet

7 fai, { 1 terrina

^ 0 xeto
,
sincro)

Proprietà di densità dis
- ⑦ ④ in te :¥ Hayek 7 zela :

1 X c zag
÷

Qs . proprietà implica che la fz . di dlirichlet
È Discontinua in ogni punto se Eto,a)

cos non è possibile disegnare il grafico
Il suo grafico assomiglia a @) , che NON È
il grafico di una funzione



f- Per dimostrare che fz . di
Dini chlettvon è integrato .

1- 2° Riemann
, ragioniamoÈt

, Iei 1

Calcolo le somme ( inferiori e superiori ) di Riemann
associate a una suddivisione D=) tacete . . . . etnea}
di Toni

Hye 0 , . . .

,
n-1
, n-

t.infofai = o ⇒ slfiD) =
E 0 Hai -g) = 0
]so

× ETA , Yad ¥ suddivisione D di torti



.IE#ff!s-- 1⇒ S' fidi -7%1 . Harry)
n-I

= E lega -g) =
jed

= lunghezza di 10,1]
= 1

AD suddivisone di tesi

⇒ 9 ' 1ft .- Snp { siti D) / D . . . . }
±Sap { o } = O

I " 1ft in ff S' CGD) ID . .
. . } = 1

→
1



Quindi I0(f ) = 0 < I00(f ) = 1 e f non è integrabile secondo

Riemann su [0, 1].



Classi di funzioni integrabili

Diamo cioè delle condizioni su�cienti per l’integrabilità..

(1) Sono integrabili le funzioni costanti f (x) ⌘ c , c 2 R, e il

valore del loro integrale di [a, b] è

Z b

a
c dx = c(b � a).

(2) Sono integrabili le funzioni continue f : [a, b] ! R.

N.pe da qs .

formula si
vede subito
che se

.

I:#Ehi
§

negativo : per es,

t.cat#gaIztnDfabcdx=ana=cCb-o)fffshda=-5<0



Classi di funzioni integrabili

(3) Sono integrabili le funzioni continue a tratti: f : [a, b] ! R è

continua a tratti se esiste una suddivisione

S = {x0, x1, . . . , xn+1} di [a, b] tale che f è continua su ogni

intervallo aperto ]xj , xj+1[ ed esistono finiti i limiti

lim
x!x+j

f (x) e lim
x!x�j+1

f (x).



Classi di funzioni integrabili

(4) Sono integrabili le funzioni monotone

(5) Sono integrabili le funzioni limitate e monotone a tratti.

Tutte queste condizioni sono su�cienti, non necessarie, per

l’integrabilità.

-

-

cioè esistono funzioni che sono integrabili
ma non contenne;
esistono funzioni che sono integrabili

ma non monotone
. . . .





Proprietà dell’integrale

Siano f , g : [a, b] ! R integrabili. Allora, 8� 2 R le funzioni

f + g , �f , |f | sono integrabili,

8 [c , d ] ⇢ [a, b] f |[c,d ] è integrabile.

Inoltre:

(a) Proprietà di linearità : 8↵, � 2 R
Z b

a
(↵f (x) + �g(x)) dx = ↵

Z b

a
f (x) dx + �

Z b

a
g(x) dx ;



(b) Proprietà di confronto: se f (x)  g(x) per ogni x 2 [a, b],
si ha Z b

a
f (x) dx 

Z b

a
g(x) dx ;

Interpretazione geometrica : se Offertegli
ttxetacb]

not
Tg

~ f fabfexidx > area
sdtografi- di f¥ '

fabgwjfo.gr?gIodig



(c) Proprietà di additività: 8 c 2]a, b[
Z b

a
f (x) dx =

Z c

a
f (x) dx +

Z b

c
f (x) dx ;

f- E 9 ⇒ sottografico di f e sottografia dig e la sua
area è più piccola

Interpretata . geometrica se f zo su taib]

^ 4

✓
/! fai da =
area sottografico
= area ( )

a
c b + area( I

= faccenda e febfaidse



(d) Confronto con il modulo:

����
Z b

a
f (x)

���� dx 
Z b

a
|f (x)| dx .

FIGII { 1 Sabauda / = Sabinida}



Simmetrie

Supponiamo che

f : [�a, a] ! R, [�a, a] intervallo simmetrico rispetto a origine

I Se f è pari (cioè f (�x) = f (x) per ogni x 2 [�a, a]), allora

Z a

�a
f (x) dx = 2

Z a

0
f (x) dx .

= 2% fexidse

( perché Hitachi)
non lo diwww.amo.ma#sserviano



graficamente ,
nell' ipotesi (ulteriore)
-

che faro su fai a]

II
significa che
area (grigia)
= area Cnera)



I Se f è una funzione dispari (cioè f (�x) = �f (x) per ogni
x 2 [�a, a]) si ha Z a

�a
f (x) dx = 0.

Qui : [è faida =
a- arealgrigia) - avatara
= 0

( le 2 aree sono
uguali è
fèrsrspari)



Convenzione sui segni

Sia f : [a, b] ! R integrabile e siamo ↵,� 2 [a, b] con ↵ < �.
Poniamo

Z ↵

↵
f (x) dx = 0 e

Z ↵

�
f (x) dx := �

Z �

↵
f (x) dx .

Con questa convenzione abbiamo che

per ogni ↵,�, � 2 [a, b]

si ha la formula di additività

Z �

↵
f (x) dx =

Z �

↵
f (x) dx +

Z �

�
f (x) dx .

In altri termini
, quando scambio l' ardire

di integrazione , cambio il segno all' integrale
PER es : (È fexidx = - f!falda



Nere ✓ non è più , necessariamente ,
intermedio fra d e fa

per es . potrebbe essere

-
× p

'
L

Ci servira' estendere l' integrale fiabfexldx al
corso in cui gli estremi di integrazione a e la

verificano bca



La media integrale

Definizione

Sia f : [a, b] ! R una funzione integrabile. Chiamiamo media
integrale di f su [a, b] il valore

Mf =
1

b � a

Z b

a
f (x) dx .

Teorema della media integrale

Sia f : [a, b] ! R continua. Allora esiste c 2 [a, b] tale che

f (c) = Mf , cioè

9 c 2 [a, b] :

Z b

a
f (x) dx = f (c)(b � a).

N.B. Il teorema della media vale se f è continua. Non basta che f
sia integrabile!

Nba è ben definita sotto la
sola ipotesi che f-sia integrabile !

= integrale
-

ampiezza .

intervallo

f-(c) = Sab faida
④ Fa



Dimostrazione

Siccome fecoctaib), per il ter . di
Weievàrass f- ammette su Torch almeno
Un pto di Mint
un pH di Max .

assoluto .

Siamo M e nn i valori di massimo / minimo
assoluto

,

rispettivamente -
Quindi

ne fate M tzeetaib]
¢ per la proprietà di

confronto dell' integrale



con gaie M gabgaidxafabmdse
= Mcb-a)

allo stesso modo
, da falene ttxetacb)

e dalla proprietà del confronto deduco che

fabfcxldx a fab mar =
= mcb-a)

⇒ meb-a) E fabfexidx = Mcb-a)



=D I bandi
e µm e -

b-a

Ricordo il teorema dei valori intermedi :
ogni fz continua su un intervallo ( chiuso e
limitato ) assume tutti i valori compresi

fra il suo valore di minimo assoluto e ilsuo
valore di massimo assoluto .

Poiche' Sab Caldi e tm ,
M]Mf = -

b-a



=D Mf Eimlf) cioè

7- cetaib) : fedelta
DX



La condizione che f sia continua non può essere omessa:

consideriamo ad esempio la funzione f : [0, 2] ! R data da

f (x) =

8
<

:

1 0  x < 1

2 1  x  2

Allora

Mf =
1

2

Z 2

0
f (x) dx =

1

2

✓Z 1

0
f (x) dx +

Z 2

1
f (x) dx

◆
=

1

2
(1+2) =

3

2
,

Ma non esiste alcun punto c 2 [0, 2] tale che f (c) = 3
2 .

" 7
←

-0¥.

1 2

nel →2

↳ polafrapuetà di additivi tra

Iolanda . Sfida = 1 [fexidxef? da
= 2



Il problema della primitiva

Sia I ⇢ R intervallo aperto. Data f : I ! R, trovare F : I ! R,
derivabile, tale che

F 0
(x) = f (x) 8 x 2 I . (?)

Chiamiamo primitiva di f su I ogni funzione

F : I ! R, derivabile, verificante (?).

Esempi

(1) f (x) ⌘ 1, x 2 R
(2) f (x) = x , x 2 R
(3) f (x) = cos(x), x 2 R

o

( ANTI derivata)

→ Fata
è primitiva di f

Fate set1" n n

→ Fai =§ ,
ma ancheFat 58

↳ Fate sinceri; o anche
Tratsnnuit est



Interpretazione geometrica

Una primitiva F di f è una funzione tale che per ogni x0 la

tangente al grafico di F nel punto x0 è una retta il cui coe�ciente

angolare è proprio pari a f (x0).



Osservazione: non unicità delle primitive

Sia f : I ! R. Se f ammette una primitiva F su I , allora f
ammette di fatto infinite primitive su I : si ha che

8 c 2 R la funzione x 2 I 7! F (x) + c è una primitiva di f .



Osservazione: non unicità delle primitive

Sia f : I ! R. Se f ammette una primitiva F su I , allora f
ammette di fatto infinite primitive su I : si ha che

8 c 2 R la funzione x 2 I 7! F (x) + c è una primitiva di f .

Geometricamente
,

osservo che il

grafico di Cfee)
si ottiene traslando

il grafico diF
verticalmente di C

-

le rette tangenti a
graffi e al suo
traslato sono parallele

,
e quindi hanno lo

stesso coefficiente angolare -



Definizione

Data f : I ! R, chiamiamo integrale indefinito di f (su I )
l’insieme di tutte le primitive di f (su I ), ammesso che ne esistano.

Lo denotiamo con Z
f (x) dx .

N.B.: l’integrale indefinito non è un numero, è un insieme di

funzioni

• Abbiamo visto che, se l’insieme delle primitive è non vuoto,

esso contiene infinite funzioni, in particolare tutte le funzioni del

tipo

{F + c : c 2 R} con F una particolare primitiva di f .

In questo modo otteniamo tutte le primitive di f ???



I Questo è VERO se f è definita su un intervallo

I Questo è FALSO se f non è definita su un intervallo

Esempio

f (x) = � 1

x2
con x 2 R \ {0} (non è intervallo!)

ammette come primitive tutte le funzioni della forma (con c1 6= c2,
in generale)

F (x) =

(
1
x + c1 se x < 0

1
x + c2 se x > 0

% i Cz ED
costanti arbitrarie



Data

f (x) = � 1

x2
con x 2 R \ {0}

il suo integrale indefinito è costituito dalle F

F (x) =

(
1
x + c1 se x < 0

1
x + c2 se x > 0



| Ritorniamo a funzioni definite su intervalli.

Proposizione

sia I intervallo, f : I ! R, e F , F̃ : I ! R due primitive di f
sull’intervallo I . Allora esiste

9 c 2 R : 8 x 2 I F̃ (x) = F (x) + c .

Dimostrazione:





Corollario: il teorema di struttura degli integrali

indefiniti

Sia f : I ! R e supponiamo che essa ammetta una primitiva F .
Allora l’integrale indefinito di f è dato da

Z
f (x) dx = {F + c : c 2 R} .



Esempio

Una primitiva di f (x) = x2 è F (x) = x3

3 . Quindi
R
x2 dx =

x3

3 + c



Osservazioni:

(1) il calcolo di un integrale indefinito da’ come risultato un

insieme di (infinite) funzioni. Per selezionare una sola fra tutte

le primitive di una assegnata f , è su�ciente imporre che, in

un dato punto x0, la primitiva assuma un assegnato valore y0.



Osservazioni:

(2) Vale il teorema di linearità per gli integrali indefiniti: per ogni

↵, � 2 R, per ogni f , g : I ! R si ha

Z
(↵f (x) + �g(x)) dx = ↵

Z
f (x) dx + �

Z
g(x) dx



Integrali indefiniti delle funzioni elementari

8 r 2 R \ {�1}
Z

x r dx =
x r+1

r + 1
+ c ,

Z
1

x
dx = ln(|x |) + c ,

8↵ 2 R \ {0}
Z

sin(↵x) dx = � 1

↵
cos(↵x) + c ,

8↵ 2 R \ {0}
Z

cos(↵x) dx =
1

↵
sin(↵x) + c ,

8↵ 2 R \ {0}
Z

1

cos2(↵x)
dx =

Z �
1 + tan

2
(↵x)

�
dx

=
1

↵
tan(↵x) + c ,

8↵ 2 R \ {0}
Z

e↵x dx =
1

↵
e↵x + c ,

8↵ 2 R \ {0}
Z

1

1 + ↵2x2
dx =

1

↵
arctan(↵x) + c



Esempio:

Calcolare la primitiva (l’unica!) F : R ! R di

f (x) = x5 +
1

x2 + 4
, x 2 R

tale che F (0) = 3.





Problema: esistenza di primitive?

Il primo teorema fondamentale del calcolo garantisce che, se

f : I ! R è continua su I , allora f ammette (infinite) primitive su

I .

Definizione

Siano f : [a, b] ! R una funzione integrabile. Chiamiamo funzione
integrale di f la funzione A : [a, b] ! R definita da

A(x) :=

Z x

c
f (t) dt per ogni x 2 [a, b],

con c 2 [a, b] fissato.









Il primo teorema fondamentale del calcolo integrale

Siano f : [a, b] ! R una funzione continua su [a, b]. Sia
c 2 [a, b] e sia A : [a, b] ! R la funzione integrale

A(x) :=

Z x

c
f (t) dt 8 x 2 [a, b].

Allora A è derivabile per ogni x 2]a, b[, e si ha

A0
(x) = f (x) 8 x 2]a, b[.

Quindi f ammette una primitiva (e poi ne ammetterà infinite), è la

funzione A.



Dimostrazione



















Come per il teorema della media, anche qui l’ipotesi di continuità

su f è fondamentale: la funzione f : [�1, 1] ! R data da

f (x) =

8
<

:

�1 �1  x < 0

1 0  x  1

è integrabile in quanto continua a tratti, ma non ammette alcuna

primitiva. Cioè non esiste alcuna funzione derivabile

F : [�1, 1] ! R tale che

F 0
(x) =

8
<

:

�1 �1  x < 0

1 0  x  1

(?)

Infatti, se F soddisfa (?), allora si ha

F 0
+(0) = 1, F 0

�(0) = �1.

e quindi F non è derivabile in x = 0.



Corollario del Primo Teorema fondamentale del

calcolo

Le funzioni continue f su un intervallo I ⇢ R ammettono sempre

una primitiva.

Tutte e sole le primitive di f si ottengono aggiungendo una

costante arbitraria a

A(x) =

Z x

a
f (t) dt

dove a è un elemento di I : quindi

processo di integrazione ) primitive di una funzione continua



Il secondo teorema fondamentale del calcolo

Siano I ⇢ R un intervallo e f : I ! R continua. Allora per ogni

a, b 2 I si ha Z b

a
f (x) dx = F (b)� F (a)

dove F è una qualsiasi primitiva di f .

Osservazione:

primitive di una funzione continua ) calcolo di integrali

(non si passa attraverso la definizione di integrale: somme superiori

e inferiori!!)

Notazione: F (b)� F (a) = [F (x)]ba

Z b

a
f (x) dx = [F (x)]ba .



Dimostrazione del secondo teorema fondamentale

del calcolo


















