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Formula di integrazione per parti

Integrazione per parti

Si applica all’integrazione di prodotti di funzioni

Proposizione: formula di integrazione per parti

Sia I ⇢ R intervallo in R e siano f , g : I ! R due funzioni

derivabili con derivata continua (cioè f , g 2 C1
(I )).

Allora per ogni a, b 2 I abbiamo che

Z b

a
f 0(x)g(x) dx = [f (x)g(x)]ba �

Z b

a
f (x)g 0

(x) dx .



Dimostrazione







Osservazioni

- la formula vale anche per integrali indefiniti

- Z b

a
f 0(x)g(x) dx = [f (x)g(x)]ba �

Z b

a
f (x)g 0

(x) dx

riconduce il calcolo di

Z b

a
f 0g al calcolo di

Z b

a
fg 0

(la

derivata è stata “scaricata” dalla f alla g).

L’idea è: passare dall’“integrale di�cile”
R b
a f 0g all’integrale

“più semplice”
R b
a fg 0

.

/



- Operativamente, per applicare l’integrazione per parti al

calcolo di Z b

a
h(x)k(x) dx

bisogna scegliere, fra h e k ,
I quale ha il ruolo di f 0,
I quale ha il ruolo di g .

è fondamentale scegliere bene quale delle due funzioni derivare

e quale integrare.



Miscellanea di integrali per parti

Prodotto di un polinomio per una funzione

trigonometrica

Sia P : R ! R una funzione polinomiale e sia ↵ 6= 0:

Z b

a
P(x) sin(↵x) dx

✓
oppure

Z b

a
P(x) cos(↵x) dx

◆

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
(
f 0 $ sin(↵x) (oppure f 0 $ cos(↵x))

g $ P(x),

cioè integriamo la funzione trigonometrica e deriviamo il

polinomio.



Esempio

I =

Z 1

0
x cos(2x) dx

Può essere necessario applicare l’integrazione per parti

ripetutamente...

Esempio

I =

Z 2

1
x3 sin(x) dx



Prodotto di un polinomio per una funzione

esponenziale.

Sia P : R ! R una funzione polinomiale e sia ↵ 6= 0.

Z
P(x)e↵x dx .

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
(
f 0 $ e↵x ,

g $ P(x),

cioè integriamo la funzione esponenziale e deriviamo il

polinomio.

Esempio

I =

Z 2

0
xe2x dx



Prodotto di un polinomio per una funzione iperbolica.

Sia P : R ! R una funzione polinomiale e sia ↵ 6= 0:

Z b

a
P(x) sinh(↵x) dx

✓
oppure

Z b

a
P(x) cosh(↵x) dx

◆

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
(
f 0 $ sinh(↵x) (oppure f 0 $ cosh(↵x))

g $ P(x),

cioè integriamo la funzione iperbolica e deriviamo il

polinomio.



Prodotto di un polinomio per una funzione logaritmica.

Sia P : R ! R una funzione polinomiale e sia ↵ 6= 0. Siano

0 < a < b : Z b

a
P(x) ln(↵x) dx .

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
(
f 0 $ P(x),

g $ ln(↵x),

cioè integriamo il polinomio e deriviamo la funzione

logaritmica.



Esempio

I =

Z 3

1
x ln(2x) dx

Esempio

I =

Z
ln(x) dx



Prodotto di un polinomio per l’arcotangente.

Sia P : R ! R una funzione polinomiale e sia ↵ 6= 0.

Z b

a
P(x) arctan(↵x) dx .

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
(
f 0 $ P(x),

g $ arctan(↵x),

cioè integriamo il polinomio e deriviamo la funzione

arcotangente.

Esempio

I =

Z 1

0
x arctan(x) dx



Integrazione per sostituzione

Esempio

Come integrare

Z 1

0
sin

2
(t) arctan(sin(t)) cos(t) dt??

Intuitivamente: ponendo

x = sin(t), cioè t = arcsin(x),

ottengo il termine x2 arctan(x) , che so come trattare (integrando

per parti).

I Come diventa il termine cos(t) dt?

I come diventano gli estremi di integrazione?



La formula di integrazione per sostituzione ci dice come si

trasforma l’integrale dopo il cambiamento di variabile

x = '(t) , t = '�1
(x)

tramite una ' invertibile.

Formula di integrazione per sostituzione

Sia f : [a, b] ! R una funzione continua e sia x = '(t) un

cambiamento di variabile tale che

' : I ! R è invertibile e derivabile con '0
continua: ' 2 C1

(I ).

Allora
Z b

a
f (x) dx =

Z '�1(b)

'�1(a)
f ('(t))'0

(t) dt.

• Vi è anche una versione per gli integrali indefiniti.

dalla variabile × alla variabile t che è legata a × da
-

E-q
-
'
cx)

④



Dimostrazione: Sia F una primitiva di f . Quindi

Z b

a
f (x) dx = F (b)� F (a).

Per l’ipotesi la funzione F ('(t)) è derivabile e vale

(F ('(t)))0 = F 0
('(t))'0

(t) = f ('(t))'0
(t).

Dunque

Z '�1(b)

'�1(a)
f ('(t))'0

(t) dt =

Z '�1(b)

'�1(a)
(F ('(t)))0 dt

= F ('('�1
(b)))� F ('('�1

(a)))

= F (b)� F (a) =

Z b

a
f (x) dx

| Osservazione:

I integrazione per parti ⇠ integrazione di un prodotto di funzioni  la dimostrazione della formula di integ.
per parti è basata su formula per la derivata del prodotto di funzioni

I integrazione per sostituzione ⇠ integrazione tramite cambiamento di variabile  la dimostrazione della
formula di integ. per sostituzione è basata su formula per la derivata della composizione di funzioni

-
flat flat

- tata,]
b

a

[muladi derivazione della fz .
composta

= ad
""

4-
'
ca)

20 teorema ←

fondamentale
calcolo



Struttura di

Z b

a
f (x) dx =

Z '�1(b)

'�1(a)
f ('(t))'0

(t) dt

f (x)  f ('(t))
dx  '0

(t) dt
R b
a  

R '�1(b)
'�1(a)

a-qlt)

Édith
= è IH de]

Nellh ⇒ teÈCH
as X e b ⇒ 9-tal et E a-

'
(b)



Esempio iniziale

I =

Z 1

0
sin

2
(t) arctan(sin(t)) cos(t) dt

Èda = !
"
fecondata

-

È naturale fare il cambiamento divariabile
2-q Che Sim Lt)

e passo dall' integrale in t all' integrale in
se ( leggo la formula da Ds a sn)
sinCH avetemismetti ma èaràanlx)

costa dt → dx= (di smith =
= costa dt)

0 E te 1
,

E- smalti ma sin 101 EX E Sinai)
"
0



L' integrale dunque diventa

[ simili arianisin LH) cosette
Marton integra il

= fosti xraràancx) dse = / polinomio

Ypolinomio 4 danno l'areotang

tfabfxi guida = - [bfaigxidset ffeaigcxi)!
II II

"
⇒ { s'

fine 27
3 Sinai

= - fi
""

¥ . ÷. da + f Èariana) o



= § Sinai ariani
sin ch)

" SÉ È " E
per dividere il numeratore

con il denominatore
,

evidenza al numeratore ilprodotto del
denominatore con un polinomio

è
= X . E = X (XII - 1) = XCHE) - se

⇒ I = the = X .settetest 1era



Sinai smcc)

⇒Efferata :(le one

0 o
Sina) Sima)

= :( sede- tffeadse =

°
o

⇒ IÉI:
"
- tfteoga.im):"

µ
1h ' "

-171 > o

1¥.edu .- ES aa-zffh.fm
- tlogclhlxsl)
2

= { togliere)



⇒ gli
""

:# me =

o

= f Sinai - to log Chantal) +te)
-
immetto qs . quantità nella formula
precedente ( con il giusto segno ! )



Strategia per integrare funzioni che contengono termini con

radicali: e↵ettuare la sostituzione in modo da eliminare il radicale.

Esempio 1

I =

Z 2

0

xp
x + 1

dx .

Per eliminare la radice passa dalla variabile

se alla variabile IZ.it/---qlxI
La formula in generale mi darà

%
"
frenatada= fa bfcztdz



E-È⇒ alza l'calda =

= (E)' da =
= L dse

evidenzio ILÌTURÒS
zdz

[a da ! fase de
° ②Fai

= ! " :*.t e
2-=# ⇒X.az?-aosXE2asz=FaiEtto-I,2FZfe,rs)



NE èunafz .
= fatale-a) dz polinomiale inz!

Non ci sono

= 2C ¥ - a)
I radicali

= . - - - - - _ .

1



Esempio 2

I =

Z 1

0
s3es

2
ds.

Non posso integrare direttamente per parti :

la strategia fpcxièdx si applica a

e
'
, non a

est !

Passo da s a ⇐s
'

la formula generale ( scritta × integrale indef )

| fecero → ( feat de



{ È etds =

O ↳=
sa

dxedlstds-s.ES
= 2 Sds per

parti

If
.

"

E e'gsds a

2
-_ =3 fa

'

xexdxl.az
↳ da[II.
⇒ *saette


