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Verso un’unica definizione di limite

Usando la retta reale estesa R, TUTTE le definizioni di limite
viste possono essere unificate in un'unica definizione. Occorre
dare la

1. nozione di intorno di 400 e —c0

2. punto di accumulazione per un insieme non limitato

superiormente o inferiormente.....

Perché e utile fare questo?



Gli ingredienti

Definizioni

> sia xp = +00: chiamiamo intorno aperto di xp una semiretta
aperta (a, +00)
intorno chiuso: [a, +00)

> sia xp = —oo: chiamiamo intorno apertodi xp una semiretta
aperta (—o0, a)
intorno chiuso: (—oo, a]

» dato A C R, diciamo che 400 & un punto di accumulazione
per A se

ANn(a,+o0)#0  Ya>0

» dato A C R, diciamo che —oco € un punto di accumulazione
per A se
AN (—o0,a) #0 Va<0




Un’unica definizione

Definizione di limite unificata

Siano |xp € R|, [Le R |

Sia f : Df — R e xp punto di accumulazione per Dr.

Diciamo che f(x) tende a L per x tendente a xp, e scriviamo
limy_x, f(x) =L, se

per ogni intorno J di L esiste un intorno / di xp tale che
Vxe (INDf)\{xo} siha f(x)eJ.

Questa definizione generalizza le def. date, per es.



Limiti destro e sinistro: motivazioni



Definizione (limite destro)
Sia f: Df = R e xp € R. Si supponga che

Xp sia di accumulazione per I'insieme D N (xp, +00).

Se esiste il limite per x — xg della restrizione di f a
Df N (x0, +00), allora tale valore & detto limite destro di f in xp,
denotato

lim f(x).

+
X—>X0

N.B.: limite destro, in generale, & in R.

Con i quantificatori (nel caso L € R)

lim f(x)=1L

X*)XO

Ve >030>0: Vx € (x0,x0 +9)N Dy, If(x) —L| <e.



Definizione (limite sinistro)
Sia f: Df = R e xp € R. Si supponga che

Xp sia di accumulazione per I'insieme Df N (—00, Xp).

Il limite sinistro di f in xg (denotato come lim__, - f(x)) & il
0

limite per x — xp della restrizione di f a AN (—o0, xp).

N.B.: limite sinistro, in generale, & in R.

Definizione con i quantificatori:




Esempio: la funzione segno
f:R\ {0} — R data per ogni x € R\ {0} da

Flo) = sign(x) = 17 = -1 sex<0

x 1 sex >0
x|

é N

D —4




Leg

ame fra la nozione di limite e limiti destro e

sinistro

Proposizione
Siano f : Df — R e xp € R punto di accumulazione per Dr. Sia

. Si ha che

3 lim f(x)=1L

X—X0

)
lim f(x)=L [e] lim f(x)=L.

x—)xar X=Xy

N

In particolare, se

> almeno uno fra lim, _, ¢ f(x) o I|mX_)X(; f(x) non esiste, o
> lim, o+ f(x)o I|mX_>X0_ f(x) esistono, ma sono diversi

allora il limite limy_x, f(x) NON esiste.




L’algebra dei limiti
Si ha (con x, € R)

|imXﬁXo (f(X) + g(X)) = |imX~)Xo f(X) + “mxaxo g(X)7

limyx, AF(X) = Mimyo, F(x) VA ER,

limscs, F(x)g(x) = limy_x, F(x) lims_x, g(x),
_ F(x) _ limy_sxg F(X)
limy_x, 2(x) — Timxox, £(x)°

non appena esistono i limiti a secondo membro e in assenza di
forme indeterminate
o 0
©—0o0, 0 -00, —, =
00

0

(L'algebra dei limiti si estende ai limiti unilateri




Quello che ci aspetta

.... Una serie di risultati teorici sui limiti:

1. Il teorema di unicita
2. Caratterizzazione del limite tramite limiti di successioni

3. | teor. di limitatezza locale, del confronto, della permanenza
del segno, dei due carabinieri

4. Limiti di funzioni monotone

Spesso non lo diremo esplicitamente, ma tutti gs. risultati si
estendono (opportunamente) al caso di limiti unilateri....




Teorema di unicita del limite

Siano|xp € R| |L, L’ € R| Sia f : Df = R e x punto di
accumulazione per Dys. Se

fx)—L e f(x) =L per x — xg

allora L =L".

Dimostrazione: Consideriamo per semplicita il caso xg, L, L’ € R.
Per assurdo sia L # L.










Limiti e successioni

Teorema
Siaf: Df — R e xg € R un punto di accumulazione per Ds. Si

ha che

lim f(x)=LeR

X—>X0
se e solo se per ogni successione x, C Dr \ {xo} e convergente a
Xp risulta

lim f(x,) = L.

n—oo

M
L //




Dimostrazione

Ci limitiamo al caso

(I) Supponiamo per ipotesi che limy_,,, f(x) = L e sia {xp} una
qualsiasi successione a valori in Dr \ {xp} e convergente a xp.






(I1) Supponiamo a che lim,_ 4 f(xn) = L per ogni successione
{xn} a valori in Df \ {xo} e convergente a xp. Dimostriamo che
limy_x, f(x) = L.

Se per assurdo non fosse lim,_,,, f(x) = L, allora



Un’applicazione “in positivo”



Un’applicazione “in negativo”
Il teorema sopra scritto puod essere usato per dimostrare che una
funzione non ha limite per x che tende a xg: bastera determinare
due successioni {x,} e {yn} ambedue convergenti a xg e tali che
lim f = lim f =L [|#L
m () =1 lm fm)=L |#

n——+00

51

D —4
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Molti dei risultati sui limiti di successioni si estendono ai limiti di
funzioni

Definizione
Sia ACResia f: A— R una funzione. Diciamo che f &
limitata in A se

dM>0: [f(x)|]<M VxeA




Teorema di limitatezza locale
Sia xp € R. Supponiamo che

3 lim f(x) =[LeR]

X—X0

Allora esiste un intorno / di xg tale che f & limitata in
I'NDe\ {x0}-

/\ka/
L //







Teorema di permanenza del segno
Sia xp € R. Se lim,_,,, f(x) = L > 0, allora

esiste | intorno di xg tale che
f(X) >0Vx e I\{Xo} N Dy.







Teorema dei due carabinieri

Sia ACR esiano f,g,h: A— R esia xo € R un punto di
accumulazione di A. Supponiamo che, in un intorno / del punto
Xo, Si abbia

hx) < F(x) <glx)  Vxel\ {xoh

Se limy_yx, h(x) = limy_x, g(x) = L, allora anche f ammette
limite per x — xg e si ha limy_,, f(x) = L.




Funzioni monotone

Definizione
Una funzione f : Df — R si dice

(i) monotona non decrescente o monotona crescente se

Vx,y € domf : x<y = f(x)<f(y);
(i) monotona non crescente o monotona decrescente se

Vx,y € domf : x<y = f(x)>f(y)




Definizione
f: Df — R si dice
(iii) strettamente crescente se

Vx,y € domf : x<y

(iv) strettamente decrescente se

Vx,y € domf : x<y

Fx) < fy):

f(x) > f(y);




Osservazioni



Monotonia delle funzioni elementari



Teorema (limiti di funzioni monotone)

Sia f : Df — R una funzione non decrescente e sia xg € R un

punto di accumulazione per Dr. Allora

3 lim f(x), 3

+
X*)XO

lim f(x)|esiha
X—Xg

X—>X0

X—)XO

lim f(x) =sup{f(x):

Iim+ f(x) =inf{f(x):

x€domf, x<x}

x €domf, x> xp}.

( e Vale un risultato analogo per

funzioni decrescenti







