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( R & un CAMPO ORDINATO COMPLETO

» comprendere questa affermazione

» dedurne imporanti proprieta di R



R & un CAMPO

R & dotato delle operazioni di somma e prodotto, interne, con le
seguenti proprieta:

(g
- Operazione di SOMMA = + : R?> - R ' \ > a+ -

Va,b € R at+b=b+a
(4 & commutativa)

Va,b,c € R (a+b)+c=a+(b+c)
(+ & associativa)

H0eR: VacR a+0=0+a=a
(0 = elem. neutro di +)

VaecR3l—aeR: a+(—a)=(—-a)+a=0
(—a = opposto di a)



R & un CAMPO
- Operazione di PRODOTTO = - : R> - R

Va,be R a-b=b-a
(- & commutativa)
Va,b,c € R (a-b)-c=a-(b-c)
- & associativa
Jd1eR: VaeR a-l=1-a=a

(1 = elemento neutro di -)

Vae R\ {0} FateR\{0}: a-al=ala=1
(a=! = reciproco di arisp. a -)

- La somma e il prodotto godono della proprieta distributiva:
Va,b,ceR a-(b+c)=a-b+a-c
Va,b,ce R (a+b)-c=a-c+b-c



La relazione d’ordine su R

fm@wm S R < o&@%,\u%ou sulle.

Nspances o potkie dal\ dod di mumeno
waly = aQlimoom . decormmals (Sualgas)

R & dotato di una relazione d’ordine totale <

< ha le proprieta di

<-’ riflessivita Vxe R x<x

antisimmetria Vx,y€eR [x<yey<x] = x=y
Z transitivita Vx,y,zeR [x<yey<z] = x<z

dlcotomla Vx,y€eR x<y o y<x
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R € un CAMPO ORDINATO N
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Rispetto alle operazioni di campo + e -, < gode delle seguente
proprieta:

e VabceR sea<b allora a+c<b+c,

c>0 a-c<b-c
e« VabceR sea<bec=0 allora a-0=0=b-0
c<O0 a-c>b-c.



Valore assoluto
A partire da < su R, definiamo il valore assoluto (o modulo) di
un numero a € R: & il numero

a se a>0
lal = —a se a<O.

SihaVa, beR
> |a| = 0;
> |a=0<a=0
> |a+ b| < |a| + |b| (disuguaglianza triangolare)
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Notare che
» |la| —|b|| <|a—b] Va,beR

» |a-b|=]a|-|b] Va,beR (FAL e m’MogTR\

Daricordare a vita:

V x2 = |x| Vx eR
l25 = (512 #-5=5-1-5]




Finora: R campo ordinato. Questi assiomi non descrivono
completamente R: manca

I'assioma di completezza di R

Proprieta intrinseca a R, fondamentale per I'analisi.

ZUn @wmpo scdindlo (VN Cﬁv\/\MO

& Per descriverla, servono definizioni preliminari..



Maggioranti e minoranti

S
o ACR, M, m € R.

> M & un maggiorante per A se

Diciamo che

Vaec A a< M.
> m & un minorante per A se

VaecA m<a.




Esempio 1

A={xeR: -2<x<2}
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1
> 2 3,3.57 V26, 150 sono maggioranti per A.

7
> —\/41, —5 sono minoranti per A.

» —-1,0,1, 5 non sono né maggioranti né minoranti per A.



A={xeR: -2<x<2}
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P L'insieme dei maggioranti per A &

M(A) ={x e R: x> 2}.
» L'insieme dei minoranti per A &

m(A) ={xeR: x < -2}

Osservazione: nella def. di magg./min. non si richiede che il
magg./min. appartenga all'insieme.

-2 ¢ mwrortante —2ecfy ara

2 & moggiorounte, 2 € A



Esempio 2
Sia
A={xeR: x<e}

» L'insieme dei maggioranti er Ae

M= Jxe® | x

» L'insieme dei minoranti per A &
m(A) =
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Insiemi superiormente e inferiormente limitati
Sia ACR, A# (. Sidice che
> A & superiormente limitato se esiste almeno un maggiorante
M per A, cioe

dAMeR: VacecA a< M.

» A ¢ inferiormente limitato se esiste almeno un minorante m
per A, cioe

dneR: VaeA a>m.

» A e limitato se A & sia inferiormente limitato sia
superiormente limitato, cioe

dn,MeR: Vae A m<a<M.




Riprendiamo gli esempi precedenti..
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Esempio 4
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e Gli insiemi
N, Z, Q non sono superiormente limitati.
Poiché N C Z C Q, e sufficiente dimostrare che
N non & superiormente limitato.

Questo discende dalla

Proprieta di Archimede

Va,beR, a,b>0 dneN, n#0, na>b

Applichiamola con a = 1: ﬂu_((\,\,d,\
*Vbeﬂz\ b> I m EN, m#£o: oy >b
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Cluocowmerdt ogan be® b<o  mom
e\\mo\a%ioramtl F?Aﬁ

= N oo ha mroggiond v B



Conseguenza 2 della proprieta archimedea

Q e denso in R,
cioe
Dati comunque due numeri reali a, b tali che a < b, esiste sempre

un numero razionale q tale che a < q < b,
in simboli

\Vm\bé\? W a<b Qqe@,:
a<qch
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Estremo superiore
Sia
A+
Diciamo che M* € R & /'estremo superiore di A se

(contemporaneamente) si ha che
1. M* & un maggiorante per A;

2. M* < M per ogni maggiorante M di A

Useremo la notazione M* = sup(A).

[C\0.0T line @\6%‘& C('Bea\\-@'a NI N U= AT
¥ Xt
dx A)

Dalla definizione NON segue che sup(A) € A.



Unicita dell’estremo superiore

Diciamo che M* & IL sup(A)
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Massimo
Sia
A#0
e sia M* =sup(A). Se M* € A, allora diciamo che M* & il
massimo di A e scriviamo M* = max(A).

dp\ ot dell  macemeo é;qa,w@ 00

vwate el exiremo Swperore |



Estremo inferiore
Sia
A+
Diciamo che m* € R & ['estremo inferiore di A se

(contemporaneamente) si ha che
1. m* & un minorante per A;

2. m* > m per ogni minorante m di A

Useremo la notazione m* = inf(A).

(clos ¥ & ¥© Tx«utammm fea &
et AX
Dalla definizione NON segue che inf(A) € A.
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Minimo
Sia
A#D
e sia m* = inf(A). Se m* € A, allora diciamo che m* ¢ il minimo
di A e scriviamo m* = min(A).
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Esempio 1
A={xeR: -1<x<2}.
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Esempio 2

A={xeR: -1<x<2}
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Si confronti con il teorema del buon ordinamento.
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Esempio 3

A={xeR: -1<x<2}
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Esempio 4
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e Caratterizzazione del sup
Sia A C R non vuoto & limitato superiormente:

un numero L € ResupA

se e solo se

1. L & un maggiorante per A, cioe Vx € A, x < L

a X L=supA

2. L & il pit piccolo dei maggioranti di A, e ciog
VMeRcon M<LIxe A M<x

|
M x L=supA



Caratterizzazione del sup con ¢

Sia A C R non vuoto & limitato superiormente: L = sup A se e
solo se
1. Vxe A x<L

2. Ve>03dxecA: L—e<x.




Analogamente,

Caratterizzazione dell’inf
Sia A C R non vuoto & limitato inferiormente:

un numero J € R e inf A

se e solo se
1. Vxe A x> 1

|

I =infA x

2. VmeR, conm>1,Ix € A: x < m.

||

I=infA xm



Caratterizzazione del inf con ¢
Sia A C R non vuoto & limitato inferiormente
solo se

1. Vxe A x> 1

2. Ve>0IdxecA: x<I+e.

cl=infAsee




Comportamento di inf e sup rispetto all’inclusione

Siano A, B C R sottoinsiemi non vuoti.
ACB = (supA<supB e infA>infB).
Vmy dimo striamo queda popridta A

8““"““: ma (2 verfichiamo su un 2sensfn 0.
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L’assioma di completezza di R

Sia A C R un insieme non vuoto.

» Se A & superiormente limitato in R (cioe se A ha almeno un
maggiorante in R), allora A ha I'estremo superiore in R.

» Se A ¢ inferiormente limitato in R (cioe se A ha almeno un
minorante in R), allora A ha I'estremo inferiore in R.




L'assioma di completezza non afferma che ogni insieme # () e
limitato superiormente abbia massimo!!!!
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Q NON é completo

Per negare che una proprieta sia vera *universalmente*, bisogna
esibire un controesempio!

J—C:{XEQ: x2§2}CQ

1. X & superiormente limitato in Q
2. 3 NON ha sup in Q.

Esercizio: H & inferiorm. limit. in Q ma non ha inf in Q.
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L’altra faccia della medaglia: il teorema degli
elementi separatori

P In molti testi I'assioma di completezza viene formulato, in
modo equivalente, in termini dell’esistenza di (almeno) un
elemento separatore per due classi separate

» A partire dall'assioma di completezza dato in termini di
esistenza di sup, inf, si dimostra il teorema degli elementi
separatori (= 3 di un elemento sep. per due classi sep.)

P Viceversa, a partire dall'assioma di completezza in termini di
classi separate si dimostra il teorema di esistenza di sup & inf
per insiemi sup./inf. limitati (risp.)



La retta reale

R completo < R non ha “lacune”.

Geometricamente, questo equivale a

ogni punto di una retta pud essere univocamente associato
ad un numero reale
E
a ogni numero reale corrisponde uno e un solo punto

su una retta




Si rappresenta R con la retta reale:




Si rappresenta R con la retta reale:

| ;
0w
g «FXQCGU sllo rettoe un \wm‘h')
_D, OY(%«‘Y\Q/ oL QU @godOd‘O «Q.O O
— U, omtd, o um oscociolo A
e R ovecto I pRITOr Cem ba o, Dald ¢
Cong: daraty R yesso \ao&\'ﬁm-o , qmeﬂQo ov\xd‘o

W vecss wdaﬁw |
ol / semiReme  postiiva
c = 2 VIR semcremr negattves




Si rappresenta R con la retta reale:
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La retta reale estesa

& Scopo:
Estendere le nozioni di
» sup A al caso in cui A & () oppure NON & superiormente
limitato

» inf A al caso in cui A & () oppure NON ¢ inferiormente
limitato

= Introduciamo i simboli +00 e —o00, definiti da

VxeR X < +00
Vx e R X > —00




Definizione
Chiamiamo insieme dei numeri reali estesi, denotato con
R
I'insieme costituito dai numeri reali e dai due simboli +00 e —o0,

cioe

R=RU{+o00} U {—oc}.

Lt cwiowmtamo SimBoL\



Relazione d’ordine e operazioni su R

- Estendiamo a R la relazione d’ordine, su R ponendo
VxeR — oo < x < +o0;

- estendiamo a R la somma e il prodotto di R ponendo

Vx < 400 X+ (—00) = —o0,
Vx> —o0 X + (400) = +o0,
Vx>0 x - (400) = +00,
Vx <0 x - (+00) = —o0,
Vx>0 x - (—00) = —o0,
Vx <0 x - (—00) = +o0,
VxeR 2 =0,

Vx € R\ {0} 5 = oo,
VxeR, x>0 i%z:l:oo,
VxeR, x<0 j[%‘°:$oo



Non sono definite (e quindi non hanno senso) le operazioni

(+00) + (—00) (£00) -0 g %
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» per ogni A C R, +0o & un maggiorante per A;
Bnfath, per AL fiwvome S\, e
Vel X €400
=N 40 o h«oac&\fomu(@, Peroaw AC—E

» per ogni A C R, —co & un minorante per A.



sup e inf di insiemi illimitati
» supA = 400 se A NON & superiormente limitato
3\/\{1&%’, & AR mm € sraorm enls
G wtato (q\ufwd/\ WOV (v etk w\o\g%\m%
Al TQ\ , e Wwa, cembv\q«/\e/\‘f‘oc come_ [um@
Mmadatoradtt aw. B = S Ao+

» inf A= —o00 se A NON ¢ inferiormente limitato

> sup@: —00

» inf() = +o0
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Con queste convenzioni R & un insieme
» totalmente ordinato;

» ogni sottoinsieme A C R ha dei maggioranti, e

A # (), A superiormente limitato =supA e R,
A # 0, ANON superiormente limitato = sup A = +o0,
A=10 = supA = —oo.

» ogni sottoinsieme A C R ha minoranti ed estremo inferiore
(.... completare)

» Le caratterizzazioni dell'estremo inferiore e superiore con ¢
valgono solo se sup e inf sono numeri reali.



Definizione di intervallo
Un sottoinsieme | C R & un intervallo se e solo se

Vx,yel x<z<y = =zel.

[
X z y /



Definizione

» Siano a, b € R e tali che a < b. Chiamiamo intervallo chiuso
di estremi a e b I'insieme

[a,b] ={xeR: a<x<b}

@ o
a b

» Siano a, b € R e tali che a < b. Chiamiamo intervallo aperto
di estremi a e b I'insieme

(a,b) =]a,b[={x € R: a< x < b}.

[
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Intorno
Sia xg € R e r > 0. Chiamiamo intorno sferico di centro xg e raggio
r I'insieme dei numeri reali che distano da xg meno di r. In simboli

I(x0) ={x€R : |x—x| <r}={x€R : xop—r < x < xo+r}.

m 2]
| h | "
O 20— Z/O AotV

& Notare che
VxR Vi, neR n<nrn= /,I(Xo) - /,2(X0).
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