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Motivazione per I'integrale di Riemann: calcolo di
un’area
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Definizione di integrale doppio
Sia A= [a, b] X [c,d] esia f : A— R una funzione limitata. Date

due suddivisioni / enddaw 4
Cob|

Di={a=xp<x3<--<x,=b}

S /gv‘o(&»l\/\'h'm
Dy={c=yw<n<-<ym=d} & tcd]

di [a, b] e [c, d], chiamiamo somma inferiore e somma superiore
di f rispetto alla Eriglia D1 x Dy le quantita

s(f,D1 x D) = Z ( inf f> (xi = xi—1)(yj — yj-1)

[xi—1,xi]x[yj—1,¥]

i [xi—1,xi]x[yj—1,y)

S(F,Dyx D)= ( w o f) (xi = xi-1)(yj — yj-1)


















> s(f,D1 x Dy) =
2ij (i"f[x,»fl,x,»]x[y,-fl,yﬂ f) (xi = xi—1) (v — yj-1)

> S(f,Dy x Do) =
i (S“P[x,-_l,x,-]x[y,-_l,y,-1 f) (xi = xi-1)(vj — ¥j-1)



> s(f,D1 x Dy) =
2ij (i"f[x,»fl,x,»]x[y,-fl,yﬂ f) (xi = xi—1) (v — yj-1)

> S(f,Dy x Do) =
i (S“P[x,-_l,x,-]x[y,-_l,y,-1 f) (xi = xi-1)(vj — ¥j-1)



Chiamiamo inoltre i valori
> I(f) = SUpD17D2 S(f, D]_ X D2)

> J(f) = infD17D2 S(f, D1 X D2)

I'integrale inferiore e I'integrale superiore di f.



Chiamiamo inoltre i valori
> I(f) = SUpD17D2 S(f, D]_ X D2)

> J(f) = infD17D2 S(f, D1 X D2)

I'integrale inferiore e I'integrale superiore di f.



Chiamiamo inoltre i valori
> I(f) = SUpD17D2 S(f, D]_ X D2)

> J(f) = infD17D2 S(f, D1 X D2)

I'integrale inferiore e I'integrale superiore di f.



Dalla definizione segue che

I(F) < J(F).




Definizione (Funzioni integrabili e integrale doppio)
Sia A=[a, b] x [c,d] esia f: A— R una funzione limitata.
Diciamo che f é integrabile secondo Riemann se I(f) = J(f). Tale

valore si indica con
// f(x,y)dxdy,
A

e si dice integrale doppio di f su A.
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Per f =1 si ha

//A dx dy = area(A).



Teorema (Le funzioni continue sono integrabili)

Sia A=[a, b] x [c,d] esia f: A— R una funzione continua.
Allora f & integrabile secondo Riemann.



Teorema (Proprieta dell’integrale doppio)
Sia A=a, b] x [c,d] e siano f,g : A— R due funzioni integrabili.
Allora valgono le seguenti proprieta:

1. Linearita: per ogni o, 8 € R risulta

//A(af(x,y)Jrﬁg(va))dxdyZa//Af(X,y)dxdy

+5//Ag(x,y) d dy.

2. Confronto: se f(x,y) < g(x,y) per ogni (x,y) € A, si ha

//Af(xvy)dxdy < //Ag(x,y)dxdy

3. Confronto con il modulo:

’//Af(X7y)dXdy‘ < //Af(x,y)\dxdy.



Teorema (Formule di riduzione per_rettangoli)

Sia A= [a, b] x [c,d] esiaf:A— R una funzione integrabile.
Supponiamo che per ogni x € |[a, b] I'applicazione y — f(x,y) sia
integrabile su [c, d]. Allora si ha f‘arwﬂwl,q da el vwme

'PQ!LO “kat_

/ /A F(x,y) dx dy = / i ( / * fixey) dy> VO

Analogamente, se per ogni y € [c, d] I'applicazione x — f(x,y) &
integrabile su [a, b], allora si ha (o formuEL oA Lidudoune
Jospallo

alla
//A f(x,y) dxdy = /Cd (/abf(x,y) dX>T:/QyU-L VMN&? ¢
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Esempio

1= / / X%y dxdy
[0,2]x[1,3]
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Integrali doppi su insiemi generali

Definizione (Funzione caratteristica)
Sia Q C R2. La funzione xq : R> — R definita da

|1 se (x,y) € Q,
Xa(xy) = { 0 se (x,y) €Q

si dice funzione caratteristica di Q).



ES‘\'QJV\&.IWWVO aHea 8’@: W\}\e_g\oﬂ_\ ,d)oﬁg—, Q.%/\W%{W

Definizione (Integrale doppio su insiemi di Jordan) ZO%A'\U
Sia A=la, bl x [c,d] e siaQ C A. Diciamo che Q éun insieme di
Jordan, se la funzione xq € integrabile secondo Riemann. In tal
caso, data una funzione integrabile f : A — R, poniamo

//fdxdy:://ngdxdy
Q A



Definizione (Integrale doppio su insiemi di Jordan)

Sia A=[a, b] x [c,d] e sia2 C A. Diciamo che Q éun insieme di
Jordan, se la funzione xq € integrabile secondo Riemann. In tal
caso, data una funzione integrabile f : A — R, poniamo

//fdxdy:://ngdxdy
Q A



Per f =1 si ha
/ﬁ-dx dy = area(Q).
Q



Proprieta elementari

Sia A = [a, b] X [c, d] e siano Q1,9 C A insiemi di Jordan. Siano
inoltre f, g : A — R funzioni integrabili. Valgono queste proprieta:

1. Additivita: se Q1 Ny =0, allora

// fdxdy:// fdxdy—i—// f dx dy
QU Q Q)

2. Confronto: se f(x,y) < g(x,y) per ogni (x,y) € A, allora

// fdxdyg// g dxdy j=172
Q; Q;

J J

3. Confronto con il modulo: si ha

// f dx dy
Q;

g/ |f] dx dy j=12.
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Casi particolari: simmetrie

1. Sia Q C R? un insieme di Jordan. Supponiamo che Q sia
simmetrico rispetto all’asse delle y, cioé per ogni (x, y) € R?

vale
(x,y)eQ = (—x,y)e.

Sia f : 2 — R integrabile. Valgono le seguenti affermazioni:

1. Se f edispari in x, cioe f(—x,y) = —f(x, y), allora

//fdxdy:O.
Q

2. Se f epari in x, cioe f(—x,y) = f(x,y), allora

//fdxdy:2// f dx dy
Q Qx

dove Q, = {(x,y) € Q: x> 0}.
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Casi particolari: simmetrie

2. Sia Q C R? un insieme di Jordan. Supponiamo che Q sia
simmetrico rispetto all’asse delle x, cio¢ per ogni (x,y) € R?
vale

(x,y)eQ = (x,—y)eq.

Sia f : 2 — R integrabile. Valgono le seguenti affermazioni:

1. Se f edispari in y, cioe f(x,—y) = —f(x,y), allora

//fdxdyzO.
Q

2. Se f epari in y, cioe f(x,—y) = f(x,y), allora

//fdxdy:2// f dx dy
Q Q,

dove Q, = {(x,y) € Q:y > 0}.
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Casi particolari: insiemi normali

Definizione (Insiemi normali rispetto all'asse x)
Siano o, B : [a, b] = R due funzioni tali che

a(x) < B(x) Y x € [a, b]
L’insieme
Q:{(X,y)ERzi a<x<b, a(x) <y <B(x)}

e detto insieme normale rispetto all’asse delle x.



Casi particolari: insiemi normali

Definizione (Insiemi normali rispetto all'asse y)
Siano 7,6 : [c,d] — R due funzioni tali che

1y)<dly) Vyeled]
L’insieme
Q={(xy)eR®: c<y<d, y(y) <x<dy)}
e detto insieme normale rispetto all’asse delle y.
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Gli insiemi normali determinati da due funzioni integrabili
a,f:[a,b] >R o 7,0 :[c,d] = R sono insiemi di Jordan.

Esistono insiemi normali sia rispetto all'asse delle x sia rispetto
all'asse delle y: rettangoli, triangoli, etc.



Dall'altra parte, esistono insiemi che non sono normali rispetto a
nessuno degli assi: corona circolare,...



Teorema (Formule di riduzione per insiemi normali)

Sia A=a,b] x [c,d] esiaQ) C A. Siainoltre f : A— R una
funzione integrabile. Valgono le seguenti affermazioni:

1. Se Q énormale rispetto all’asse delle x e determinato dalle
funzioni integrabili o, 5 : [a, b] — [c, d], allora

[fronssar= ([ ) o @

2. Se Q énormale rispetto all'asse delle y e determinato dalle
funzioni integrabili v, : [c, d] — [a, b], allora

[Lronasar= [ [V itna o
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Esempio 1 : Sia f : R> = R data da f(x,y) = y e sia

Q={(xy)eR*: 0<x<1, x> <y<x}
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Esempio 2 :
Sia f : R? — R data da f(x,y) = x°y e sia

Q={(x,y) eR?*: -1<x<1, 0<y<x*

R
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Cambiamento di variabili

Definizione (Cambiamento di variabili)

Siano U,V C R? due aperti. Diciamo che G : V — U éun
cambiamento di variabili di classe C* tra U e V se G € C1(V), G
invertibile con G™1 : U — V di classe C'.

Interpretazione: passiamo dalle coordinate (x,y) € U alle nuove
coordinate (u, v) € V definite da

x = Gi(u,v), y = Ga(u, v).



Jacobiano

Definizione (Jacobiano di un cambio di variabili)

Siano U,V C R? due aperti e sia G : V. — U un cambiamento di
variabili di classe C1. Chiamiamo jacobiano di G /'applicazione
Jec : V — R definita da

auGl(ua V) 6VG1(U, V)
Je(u,v) = det (5)
0uGa(u,v) 0, Ga(u,v)



Teorema (Cambiamento di variabili)

Siano U,V C R? due aperti e sia G : V — U un cambiamento di
variabili di classe Ct. Sia f : U — R una funzione integrabile e sia
Q C U un insieme di Jordan. Allora G~1(Q) édi Jordan e vale

//Q f(x,y)dxdy = //GI(Q) f(Gi(u, v), Go(u, v)) |Jg(u, v)| du dv
(6)

L'insieme G~1(Q) &la controimmagine di Q tramite
I'applicazione G :

G Q) ={(u,v) €V : G(u,v)€Q}.

a G & Lansenme ooy poh U v M veugrno
/W\(‘ARWLJ(\' Y _D_



//Q f(x,y)dxdy = //G_l(m f(Gi(u, V), Ga(u, v)) |Jg(u, v)| du dv



Coordinate polari

Sono le coordinate (r,8) € [0,00) X [0, 27] definite dal cambio di
variabili

X = rcosf, y =rsinf.
Quindi u=r,v=10,Gy(r,0) = rcos@ e Gy(r,0) = rsinf.
Calcoliamo lo jacobiano:
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Esempio 1: Consideriamo |'integrale doppio

1
———— dxdy,
//Ql+x2+y2 Y

Q={(x,y) eR%: x> +y2 < 1}.
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Esempio 2: Consideriamo |'integrale doppio

y
[l o
dove
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Coordinate polari generalizzate (o e@@cbﬁdu\

Sono le coordinate (r,8) € [0,00) X [0, 27] definite dal cambio di
variabili

X = arcosb, y=>brsinf, a,b>0.
Quindi u=r,v =0,Gy(r,0) = arcosf e Gy(r,0) = brsinb.

Calcoliamo lo jacobiano:
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Esempio: Calcoliamo I'area dell’insieme

2 2
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