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Motivazione per l’integrale di Riemann: calcolo di
un’area
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Similmente
,
introdurremo una nozione

di integrale per funzioni di
2 variabili

che abbia un' interpretazione geometrica
( legata al calcolo di un volume)

per fzo



Motivazione per gli integrali doppi: calcolo di un
volume Date f : AERIZ→ R , introdurremo la

nozione di integrale di far A iùe .questa
interpretazione
se fzo :

allora

fa fexiyidxdy
=

volume della

regione di

spazio compresa
fra graffi e il

piano 2=0







Definizione di integrale doppio
Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia f : A ! R una funzione limitata. Date
due suddivisioni

D1 = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}

e
D2 = {c = y0 < y1 < · · · < ym = d}

di [a, b] e [c , d ], chiamiamo somma inferiore e somma superiore
di f rispetto alla griglia D1 ⇥ D2 le quantità

s(f ,D1 ⇥ D2) =
X

i ,j

✓
inf

[xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ]
f

◆
(xi � xi�1)(yj � yj�1)

e

S(f ,D1 ⇥ D2) =
X

i ,j

 
sup

[xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ]
f

!
(xi � xi�1)(yj � yj�1)

← suddivisione di
Caib]

← suddivisione
di te,d)













I s(f ,D1 ⇥ D2) =P
i ,j

⇣
inf [xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ] f

⌘
(xi � xi�1)(yj � yj�1)

I S(f ,D1 ⇥ D2) =P
i ,j

⇣
sup[xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ] f

⌘
(xi � xi�1)(yj � yj�1)



I s(f ,D1 ⇥ D2) =P
i ,j

⇣
inf [xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ] f

⌘
(xi � xi�1)(yj � yj�1)

I S(f ,D1 ⇥ D2) =P
i ,j

⇣
sup[xi�1,xi ]⇥[yj�1,yj ] f

⌘
(xi � xi�1)(yj � yj�1)



Chiamiamo inoltre i valori

I I (f ) = supD1,D2
s(f ,D1 ⇥ D2)

I J(f ) = infD1,D2 S(f ,D1 ⇥ D2)

l’integrale inferiore e l’integrale superiore di f .



Chiamiamo inoltre i valori

I I (f ) = supD1,D2
s(f ,D1 ⇥ D2)

I J(f ) = infD1,D2 S(f ,D1 ⇥ D2)

l’integrale inferiore e l’integrale superiore di f .



Chiamiamo inoltre i valori

I I (f ) = supD1,D2
s(f ,D1 ⇥ D2)

I J(f ) = infD1,D2 S(f ,D1 ⇥ D2)

l’integrale inferiore e l’integrale superiore di f .



Dalla definizione segue che

I (f )  J(f ).



Definizione (Funzioni integrabili e integrale doppio)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia f : A ! R una funzione limitata.
Diciamo che f è integrabile secondo Riemann se I (f ) = J(f ). Tale
valore si indica con ZZ

A
f (x , y) dx dy ,

e si dice integrale doppio di f su A.

Osservazioni
1) La limitatezza di f è un' ipotesi di base ,

senza la quale le costruzioni introdotte

non hanno senso !









Per f = 1 si ha ZZ

A
dx dy = area(A).



Teorema (Le funzioni continue sono integrabili)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia f : A ! R una funzione continua.
Allora f è integrabile secondo Riemann.



Teorema (Proprietà dell’integrale doppio)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e siano f , g : A ! R due funzioni integrabili.
Allora valgono le seguenti proprietà:

1. Linearità: per ogni ↵,� 2 R risulta
ZZ

A
(↵ f (x , y) + � g(x , y)) dx dy = ↵

ZZ

A
f (x , y) dx dy

+ �

ZZ

A
g(x , y) dx dy .

2. Confronto: se f (x , y)  g(x , y) per ogni (x , y) 2 A, si ha

ZZ

A
f (x , y) dx dy 

ZZ

A
g(x , y) dx dy

3. Confronto con il modulo:
����
ZZ

A
f (x , y) dx dy

���� 
ZZ

A
|f (x , y)| dx dy .

r



Teorema (Formule di riduzione per rettangoli)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia f : A ! R una funzione integrabile.
Supponiamo che per ogni x 2 [a, b] l’applicazione y 7! f (x , y) sia
integrabile su [c , d ]. Allora si ha

ZZ

A
f (x , y) dx dy =

Z b

a

✓Z d

c
f (x , y) dy

◆
dx . (1)

Analogamente, se per ogni y 2 [c , d ] l’applicazione x 7! f (x , y) è
integrabile su [a, b], allora si ha

ZZ

A
f (x , y) dx dy =

Z d

c

✓Z b

a
f (x , y) dx

◆
dy . (2)

la formula di riduzione
rispetto alla

variabile se

la formula di riduzione
rispetto alla

variabile y













Interpretazione geometrica nel caso fzo

- per xetaib] fissato , SI fa ,g) dy è l' area della

regione piana Ase
compresa fra la
curva

Zsfcxiy) e il

piano Zoo

• per calcolare da fexiyidxdy = volume del sdtografico di
fi integra i contributi delle aree di Ax



Esempio
ZZ

[0,2]⇥[1,3]
x2y dxdyI. = .

•

Posso applicare sia la formula di riduzione rispetto

alla variabile se , sia
la formula di riduzione

rispetto alla variabile y

•

t.fi/s?xrydy)dse=fIsif?ydy)dsesfkrfbIJ?dse--ffx.4dse=
E
3





Integrali doppi su insiemi generali

Definizione (Funzione caratteristica)

Sia ⌦ ✓ R2. La funzione �⌦ : R2 ! R definita da

�⌦(x , y) =

⇢
1 se (x , y) 2 ⌦,
0 se (x , y) 62 ⌦

si dice funzione caratteristica di ⌦.



Definizione (Integrale doppio su insiemi di Jordan)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia ⌦ ✓ A. Diciamo che ⌦ è un insieme di
Jordan, se la funzione �⌦ è integrabile secondo Riemann. In tal
caso, data una funzione integrabile f : A ! R, poniamo

ZZ

⌦
f dx dy :=

ZZ

A
�⌦ f dx dy

Estendiamo ora gli integrali doppi agli insiemidi
JORDAN



Definizione (Integrale doppio su insiemi di Jordan)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia ⌦ ✓ A. Diciamo che ⌦ è un insieme di
Jordan, se la funzione �⌦ è integrabile secondo Riemann. In tal
caso, data una funzione integrabile f : A ! R, poniamo

ZZ

⌦
f dx dy :=

ZZ

A
�⌦ f dx dy



Per f = 1 si ha ZZ

⌦
dx dy = area(⌦).1.



Proprietà elementari

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e siano ⌦1,⌦2 ✓ A insiemi di Jordan. Siano
inoltre f , g : A ! R funzioni integrabili. Valgono queste proprietà :

1. Additività : se ⌦1 \ ⌦2 = ;, allora
ZZ

⌦1[⌦2

f dx dy =

ZZ

⌦1

f dx dy +

ZZ

⌦2

f dx dy

2. Confronto: se f (x , y)  g(x , y) per ogni (x , y) 2 A, allora

ZZ

⌦j

f dx dy 
ZZ

⌦j

g dx dy j = 1, 2.

3. Confronto con il modulo: si ha
�����

ZZ

⌦j

f dx dy

����� 
ZZ

⌦j

|f | dx dy j = 1, 2.





Casi particolari: simmetrie

1. Sia ⌦ ✓ R2 un insieme di Jordan. Supponiamo che ⌦ sia
simmetrico rispetto all’asse delle y, cioè per ogni (x , y) 2 R2

vale
(x , y) 2 ⌦ ) (�x , y) 2 ⌦.

Sia f : ⌦ ! R integrabile. Valgono le seguenti a↵ermazioni:

1. Se f èdispari in x , cioè f (�x , y) = �f (x , y), allora

ZZ

⌦
f dx dy = 0.

2. Se f èpari in x , cioè f (�x , y) = f (x , y), allora

ZZ

⌦
f dx dy = 2

ZZ

⌦x

f dx dy

dove ⌦x = {(x , y) 2 ⌦ : x � 0}.





Casi particolari: simmetrie

2. Sia ⌦ ✓ R2 un insieme di Jordan. Supponiamo che ⌦ sia
simmetrico rispetto all’asse delle x, cioè per ogni (x , y) 2 R2

vale
(x , y) 2 ⌦ ) (x ,�y) 2 ⌦.

Sia f : ⌦ ! R integrabile. Valgono le seguenti a↵ermazioni:

1. Se f èdispari in y , cioè f (x ,�y) = �f (x , y), allora

ZZ

⌦
f dx dy = 0.

2. Se f èpari in y , cioè f (x ,�y) = f (x , y), allora

ZZ

⌦
f dx dy = 2

ZZ

⌦y

f dx dy

dove ⌦y = {(x , y) 2 ⌦ : y � 0}.







Casi particolari: insiemi normali

Definizione (Insiemi normali rispetto all’asse x)

Siano ↵,� : [a, b] ! R due funzioni tali che

↵(x)  �(x) 8 x 2 [a, b]

L’insieme

⌦ =
�
(x , y) 2 R2 : a  x  b, ↵(x)  y  �(x)

 

è detto insieme normale rispetto all’asse delle x.



Casi particolari: insiemi normali

Definizione (Insiemi normali rispetto all’asse y)

Siano �, � : [c , d ] ! R due funzioni tali che

�(y)  �(y) 8 y 2 [c , d ]

L’insieme

⌦ =
�
(x , y) 2 R2 : c  y  d , �(y)  x  �(y)

 

è detto insieme normale rispetto all’asse delle y.

cioè
,
si è la regione di piano compresa fra i

grafici di 2 funzioni della variabile y .







Gli insiemi normali determinati da due funzioni integrabili
↵,� : [a, b] ! R o �, � : [c , d ] ! R sono insiemi di Jordan.

Esistono insiemi normali sia rispetto all’asse delle x sia rispetto
all’asse delle y : rettangoli, triangoli, etc.



Dall’altra parte, esistono insiemi che non sono normali rispetto a
nessuno degli assi: corona circolare,...



Teorema (Formule di riduzione per insiemi normali)

Sia A = [a, b]⇥ [c , d ] e sia ⌦ ✓ A. Sia inoltre f : A ! R una
funzione integrabile. Valgono le seguenti a↵ermazioni:

1. Se ⌦ è normale rispetto all’asse delle x e determinato dalle
funzioni integrabili ↵,� : [a, b] ! [c , d ], allora

ZZ

⌦
f (x , y) dx dy =

Z b

a

 Z �(x)

↵(x)
f (x , y) dy

!
dx . (3)

2. Se ⌦ è normale rispetto all’asse delle y e determinato dalle
funzioni integrabili �, � : [c , d ] ! [a, b], allora

ZZ

⌦
f (x , y) dx dy =

Z d

c

 Z �(y)

�(y)
f (x , y) dx

!
dy . (4)







Esempio 1 : Sia f : R2 ! R data da f (x , y) = y e sia

⌦ = {(x , y) 2 R2 : 0  x  1, x2  y 
p
x}

→ett÷1
d. è già dato come dominio normale rispetto
all' asse delle x

7- ffrfeayidady.fi/fjydy)dx



= [ III. ok
= f) £ fx - xD dx

⇒ LE -773 .

' Io



Esempio 2 :
Sia f : R2 ! R data da f (x , y) = x2y e sia

⌦ = {(x , y) 2 R2 : �1  x  1, 0  y  x4}

"

÷:÷:
rispetto all' asse se

E- Grey dxdy = LI
"

xegdy )da

=L!
"

sapone =L! IEI :
"

one



=} LI ×
' da =

- § .

2 [ ×' dse = 111
LI avrei anche potuto applicare delle considera

,

Bruni di simmetria , osservando che

{funghi affetti"? !
infatti , si è con 8 + = 1

Simm. rispetto asse y
e f è pari in se



Cambiamento di variabili

Definizione (Cambiamento di variabili)

Siano U,V ✓ R2 due aperti. Diciamo che G : V ! U è un
cambiamento di variabili di classe C 1 tra U e V se G 2 C 1(V ), G
è invertibile con G�1 : U ! V di classe C 1.

Interpretazione: passiamo dalle coordinate (x , y) 2 U alle nuove
coordinate (u, v) 2 V definite da

x = G1(u, v), y = G2(u, v).



Jacobiano

Definizione (Jacobiano di un cambio di variabili)

Siano U,V ✓ R2 due aperti e sia G : V ! U un cambiamento di
variabili di classe C 1. Chiamiamo jacobiano di G l’applicazione
JG : V ! R definita da

JG (u, v) = det

0

@
@uG1(u, v) @vG1(u, v)

@uG2(u, v) @vG2(u, v)

1

A (5)



Teorema (Cambiamento di variabili)

Siano U,V ✓ R2 due aperti e sia G : V ! U un cambiamento di
variabili di classe C 1. Sia f : U ! R una funzione integrabile e sia
⌦ ⇢ U un insieme di Jordan. Allora G�1(⌦) è di Jordan e vale

ZZ

⌦
f (x , y) dx dy =

ZZ

G�1(⌦)
f (G1(u, v),G2(u, v)) |JG (u, v)| du dv

(6)

L’insieme G�1(⌦) è la controimmagine di ⌦ tramite
l’applicazione G :

G�1(⌦) = {(u, v) 2 V : G (u, v) 2 ⌦}.

cioè G-
'
cri è l' insieme dei punti di V che vengono

mappati in 1



ZZ

⌦
f (x , y) dx dy =

ZZ

G�1(⌦)
f (G1(u, v),G2(u, v)) |JG (u, v)| du dv



Coordinate polari

Sono le coordinate (r , ✓) 2 [0,1)⇥ [0, 2⇡] definite dal cambio di
variabili

x = r cos ✓, y = r sin ✓.

Quindi u = r , v = ✓,G1(r , ✓) = r cos ✓ e G2(r , ✓) = r sin ✓.
Calcoliamo lo jacobiano:







Esempio 1: Consideriamo l’integrale doppio
ZZ

⌦

1

1 + x2 + y2
dx dy ,

dove
⌦ = {(x , y) 2 R2 : x2 + y2  1}.

^ 7
R è un disco di Gioia

e

°

re 1 ⇒ simmetria

circolare#È:÷à÷.¢ sieyz

Passo alle coordinate POLARI



xercos 1

felsinea)

dsedy → rdr da

d-
_ { rxiy I Iafet}

↳ G-
'artifizio) / retail, detoni}

> [92] xto,
Grattano
=

f-ix.yl → ftp.t- =

It l'costole asinine)

- 11+12



1- ridicolo
= #nato,⇒ 'tra

I.
" le ÷.pro

- SÉ I laghetti da =
a-

= £ log (a)
. SÌndo -- Elogia) .



Esempio 2: Consideriamo l’integrale doppio
ZZ

⌦

yp
x2 + y2

dx dy ,

dove
⌦ = {(x , y) 2 R2 : x2 + y2  4, 0  y}.

←

✓
SL asimmetria circolare

. presenta!; termine
nella fz integrando
µ

uso delle coordinate

polari



sei roseo)

Y ersin io)

dxdy ma rdrda

fa,
ma iI = sono)

÷
::: ÷:



simile) . rdrda] = (
go.name)

= fisima) ( SI rdr) da
= 2 È simile) da = E f- cosa)):

= 4



Coordinate polari generalizzate
Sono le coordinate (r , ✓) 2 [0,1)⇥ [0, 2⇡] definite dal cambio di
variabili

x = a r cos ✓, y = b r sin ✓, a, b > 0.

Quindi u = r , v = ✓,G1(r , ✓) = ar cos ✓ e G2(r , ✓) = br sin ✓.

Calcoliamo lo jacobiano:

(o ellittiche)





Esempio: Calcoliamo l’area dell’insieme

⌦ =

⇢
(x , y) 2 R2 :

x2

a2
+

y2

b2
 1

�
.da
b

area irta [ tdsedy ¥
in coordinate ellittiche

d- è = fino / resto, ,
retori]}

arabileffabrdrdo.cat/toiutJ--abfftlSIrdr)dO--



=
ab . È { da =

= abit


