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Formule di riduzione (1)

Domini normali rispetto all’asse x

T = {(x , y) 2 R2 : a  x  b, ↵(x)  y  �(x)}

Si ha

ZZ

T
f (x , y) dx dy =

Z b

a

 Z �(x)

↵(x)
f (x , y) dy

!
dx



Formule di riduzione (2)

Domini normali rispetto all’asse y

T = {(x , y) 2 R2 : c  y  d , �(y)  x  �(y)}

Si ha

ZZ

T
f (x , y) dx dy =

Z d

c

 Z �(y)

�(y)
f (x , y) dx

!
dy



Es. 1.

I =

ZZ

T

1

1 + x
dx dy ,

ove dove T è il dominio limitato da y = x2 e x = y2.

^ si mise Tè sia dominio
→12

normale1 . . .
-
- -- a

mi::÷:
-

1 × dominio normale

rispetto all' asse\ delle g

Trattiamolo come dominio normale rispetto all' asse se



Te fingete / record
, Eye tx }

( infatti : trend Est )
Applico la formula di riduzione per domini
normali rispetto all' asse se .

rx

E fi (f ÷ g) da =

si
rx

- fa
'

¥ § e. dy ) da =
si



L' Eaa - fi È da = : I -Ia
1ex

I
; si È da =

oè da =

1T se

= fa
'Hill da + §

'
1- da

(Xii ) 1 e se

= fa
'
CHI da + fogna) ) ! da =

= µ auguri]! = laghi - la



I
= [

'

E da? effettuo la sostituzione

1
der sta XETOID

de che a

at Second

÷: ÷. '

÷ :* .
- So

'

III. ds ⇒ [
'
s de

- 2 - Lanciano) = 2

7- I
,
-Tae 5g? - login



CI : calcolare l' integrale trattando
T come

dominio normale rispetto all' asse delle

y



Es. 2.

I =

ZZ

T

x2

1 + xy
dx dy

ove T è il triangolo di vertici (0, 0), (1, 0), e (1, 1).

htt
⇐ : calcolare I

1 -
trattandoT
come dominioÈ:

"

Eragon
Qui : te dominio normale rispetto all' asse se



"

tesina? ÷:}
Applico la corrispondente

formula di riduzione
⇐ II.÷

,
Han

-

- si 45 ÷
,
adora

=p
'
se ( login xp)):[ da



=L
'
se toglie xa) da = § [La hgciextdse

= I f ! logcslds = § / slogisl - s) ;t
Select

o § frega -2 te] = log Èdse 2T DX

xeto
,1) ed siete 11,2)



Es. 3.

I =

ZZ

T
xy dx dy

ove T è il triangolo di vertici (�1, 0), (0, 1), e (2, 0).

my Ò Tè un dominio normale
rispetto all' asse delle se ?

• esistono due fz . aep tali

cnet.jp?eYI;;me
.

/

Chiaramente
,
→ :

a

LLXIEO .

I 17
a

y
×

ralafz.pe deve avere ??



grafico

alfa
cioè finge!? . definite a

•

→ il calcolo dell' integrale
si spezzerà in due integrali

tanvaeaàemeàe
,

tè

dia domini normali
rispetto all' asse se

ab

testa

→ Conviene interpretare come dominio normale



rispetto all' asse y

ÈÌ .
" """÷:*::* ,

*g.considereranno per µ. » e µ ,

fate ⇒ anzi = : t'y)

Ny) : considero la vita passante per Gide (0,1)

yo -t x +1 ⇒ a = 2 a-yl ÷ : My)
2



⇒ Te fingete / o ager , g- i exe an-y ) }

E-

ftp.imgur/dy--.siylsi?'aom)dy=/Iygfah-yHy-f) dg =

=3 po
'

sylt-ypdy-zlilgxys-ygog-ffe.cz - E]



Es. 4.

I =

ZZ

T
x2 dx dy

ciao

ciao

ciao

ciao

Te Qà Or
y

÷::: ::::
Per la proprietà additiva dell' integrale doppio,



Ie f[ dsedy - ffqixdsedy = : Ia -Ia

Ia = §
,

èobedy

.at#?fe:::.mnaexiyI=X2è pari inse

e

Ia = 2%,
X
?

dsedy
con Qàaznsxzo}



QÉ è simmetrico rispetto② 2¥,

-

all' asse delay

ai
2 - fxy è Psreiny

-a - (non dipende da y ! )

Quindi

ffgixdxdy.sn/fge+x2dsedyEdsedy--2fSgo.DxtaD
Quindi { Idiota . 4%

.#È.FM



Osservazione generale per ftp.yidxdy
Supponiamo che

funge hexigeyl
e

Te fa
,
b) xtad]

(cioè
,
diario integrando su un rettangolo
una fz .

che è data dal prodotto di
una fz . della sola se e di una fz .

della sola g)



Allora § fa . yidsedy =

= %
.b)× e,]

hai 941 okay

=
b hai da) % giyidy)



Quindi

%
.«ÈEmma

e «an ) . ( si sono)
= 9g .

2 = E
3

→ Ià 4 . ¥ = of



Ora calcolo In = § E dxdy
Fritti]

4) Con le stesse considerazioni di simmetria

concludo che

[
" " %adxeo.at?obedg

" Ha
⇒ donde Non)CÌg )

- 1
3

→ Tre lyg



Simmetrie (I)

Supponiamo che T sia simmetrico rispetto all’asse delle y

e che f sia pari in x , cioè

f (x , y) = f (�x , y) 8 (x , y) 2 T .

Allora ZZ

T
f (x , y) dx dy = 2

ZZ

T+
f (x , y) dx dy



Simmetrie (I)

Supponiamo che T sia simmetrico rispetto all’asse delle y

e che f sia DISpari in x , cioè

f (x , y) = �f (�x , y) 8 (x , y) 2 T .

Allora ZZ

T
f (x , y) dx dy = 0.



Simmetrie (II)

Analogamente per T simmetrico rispetto all’asse delle x

e f pari (DISpari) in y ....



Es. 5.

I =

ZZ

T
x cos(y3) dx dy

con
T =

�
(x , y) 2 R2 : x2 + y2  2

 

^ 4
I = O I

9

Infatti :¥2: Farà:à:L: :[
rispetto all' asse y

2) fex.yt.se cos' ys) è Dispari in se
,



infatti

ffa.gl = - se cosi y ste - fex . g)



Es. 6.

I =

ZZ

[�1,1]⇥[�1,1]

�
x2 + y2 + x sin(x2 + y4)

�
dxdy

it
Is I, e Ia ← Ig

1.1¥: " "E.*÷:B-

a
te È⇒ÌY
Io =p × sin In") dsedy



• Iseo : che fz . fx.ge x simcity ") è
dispari in se

,

il dominio frittata» è
simmetrico rispetto all' asse y

• tra
} (vedi es

. 4)

• tetre tg ( esercizio : verificarlo)

Quindi te ¥# = §



Es. 7.
Calcolare il volume V compreso fra i grafici delle funzioni

f (x , y) = x2, g(x , y) = x2 + y

sul triangolo di vertici (�1, 0), (0, 0), (0, 1).

F)
g §! sottografico di g~

Sf = sottografico di f¥eÈÈ÷:*: aèT
< se

= Sg -Sg



⇒ Il volume della regione compresa fra il grafico
di g e il grafico di f è quindi

Ve vale Sgt - roll Sf)
= § gixiyidsedy - % fixiyidsedy
= §
,
#4) dsedy - SS

,
Xrdsedy

= Sfigati di
tè un dominio normale

rispetto all' asse delle seÈ§ le anche rispetto all' asseg)
\ Yeats



Ti fixyierl #so
,
o area}

E- si È: g) dx . I IIm
% :



Es. 8.

I =

ZZ

[0,2]⇥[0,1]
sin(|y � x |) dx dy

htt Esplicito il modulo

sineiy - sei) = {
Sint ' se yzx

' sÈ sensoÈ
:1

2%eeiR.to/2JxtoiD=Iutz
conta : eta ttt



Per la proprietà additiva dell' integrale,

{fa sin c ly -x i ) da due =
(↳ sin che

- xD che dy e Già sin c y - xD dsedg
= /! sin cy - sei dsedy a §, sin ca-yl dsedep
= : In e Iz

Calcolo I, e Ia separatamente



7 : :
"" " " e:p::}

T
Quindi

Ie fotoµ sinceri dg) dse

= si f- cos'a-xD !!. da
-SI ( cosca - cosa-xD da =

= 1 t fine xD
'
o
= 1 - Simca



L
ta è unione↳ "

TI assommi
normali rispetto
all' asse se

Conviene vedere ta come dominio normale

rispetto all' area delle g.
-Kyi

regi :

È a- se⇐ a- gang ,

04 ) : se⇒ = : Ag )

- org)
Tz = { ix. parla / oiysz ,

y era 2 }



e quindi

Iz = fftgsinex-yldseoly
- fi
'

sina.yidxfdy.fif- cosa-YDÈIG dly

= £1 (casco) - Costa -y)) dy
= 1 tfsrncz - yd} = sismica)- Simca)



{ quindi
Le I. e Ia = 2- sine2)



Es. 9.

I =

ZZ

T
x2y dx dy ,

con

T =
n
(x , y) 2 R2 : x2 + y2 � 1  0 e x + y � 1 � 0

o
.

I
^ A

J 7 1- se
*

T si può scrivere\ sia come dominio¥:
"÷:[÷:{÷

- y e 1 -se all' asse y CES.)



come dominio normale rispetto all' essere

1 1×742=1
Ti OEXE1

1-x ⇐ y E÷
.

Feci - e
ne III.È

Quindi
I. { (x. g) e# / oste

1- aspetta }
Applico la corrispondente formula di riduzione

E- Si Ì' xeydyldse



= [NÉ radon
7-Fra

= si è l E)
µ. .

da

=!# e-E - a-xt) da

= § SI E- f- xtzx ) da

= f! 43- xa ) da = ? -E =I



Es. 10.

ZZ

T

1

x2 + y2
dx dy

con
T = {(x , y) 2 R2 : 1  x  e, 0  y  x}.

Esercizio : disegnare T, ma non
è necessario : è già

scritto come dominio normale rispetto
all' asse x

I = [ (siete a g) da



-

- felli adora
-

- si :(E :adobe.sifellonia !!) da
= Le fa (aretina - anatomico)) da

= I. (login) ; = È .



Es. 11.

I =

ZZ

T
(5xy2 + 6) dxdy

dove

T =
�
(x , y) 2 R2 : x2 + y2 < 1 , x � 0 , y � �x

 

T NOI è dominio normale

&:
.

"÷ :::
conviene vedere

te Ti utz con

te# e ta TI



Quindi

{(5×42+6) dsedy = 5%5×476) da dy +
c-# 5×47 dsedy

µ 6 drone = 6 §
,
dsedy = 6 area Ctr) e I

↳tè %
,

del disco di
Coco

,
de re 1

({ 6 dxdy =
6 annoiata 6kg

↳ t è 1g del discodi2

Ceco, de a- 1



⇐Haram "

:#

I : = Inviate / Oscar , 0µs }

In = SI 542dg) da
= finta me

--51! × TÈ ? =



= 5 è tax l' " da

=
-I §

' Htt . falda

=
- % l ' '

o
fate }



^ a

te % # i nidi ¥.

Tz : ← è dominio normale
→= -se

rispetto all' assey
7
I : ye f-E ,

o]

÷,

i

⇒ ⇐ =È

-E . ._. . . ..

→ Ieri? ⇒ ⇐Fa = org)
-y= -x

Exe
-y g)



e quindi

$
,
sai dx di =L; (LÌÈxyrdx ) dy

= !! il TÈ:* ) 9
-%; e 1 E IIM =

'¥! E far . c-ai Joy



- SI %yrfa-ayjdy.is?f¥_ a ]:{ = . . . .
.


