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Formule di integrazione

Integrazione per parti
Si applica all'integrazione di prodotti di funzioni

Proposizione: formula di integrazione per parti

Sia I C R intervallo in R e siano f, g : | — R due funzioni
derivabili con derivata continua (ciog f, g € C1(/)).
Allora per ogni a, b € | abbiamo che

b b
/a F1(x)g(x) dx = [F(x)g(x)]E - / F(x)&’(x) dx.
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Osservazioni

- la formula vale anche per integrali indefiniti

S‘ :@1&‘%&\@‘; -:epg\ 3Lx\ - S{m\j/(xl dx

< MM(—’ ant gw_ AwTo’dmﬂ.; Loy,

b b
/ f'(x)g(x) dx = [f(x)g(x)]3 — / f(x)g’(x) dx
a { ) a

b b
riconduce il calcolo di / f'g | al calcolo di / fg’ | (la derivata &
a a

stata “scaricata” dalla f alla g).
L'idea &: passare dall “integrale difficile” fab f'g all'integrale “piu

semplice” fab fg'.
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- Operativamente, per applicare I'integrazione per parti al calcolo di
b
/a h(x)k(x) dx
bisogna scegliere, fra h e k, fﬁk%i‘j: _f ég /
Q-

» quale ha il ruolo di f,

» quale ha il ruolo di g. f@-] L
O

Per esempio, se h ~ f', k ~ g, allora

ﬁbﬁ&lkw\dx: — fa, bH{x] k') &{Hk}f
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- Per applicare efficacemente la formula di integrazione per parti, &
fondamentale scegliere bene quale delle due funzioni derivare e quale
integrare.
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Miscellanea di integrali per parti

Prodotto di un polinomio per una funzione trigonometrica
Sia P : R — R una funzione polinomiale e sia o # 0:

/ab P(x)sin(ax) dx (oppure /ab P(x) cos(ax) dx)

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte

{f’ — sin(ax) (oppure f’ « cos(ax))

g « P(x), en terzo’ polimov.2
eina P TE

cioé integriamo la funzione trigonometrica e deriviamo il polinomio.
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Esempio

1
/ x cos(2x) dx
0

v
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Puo essere necessario applicare I'integrazione per parti ripetutamente, per

es. 2 0 d _de: -—(‘Aﬂx)
IV ;e" g]b&\:“ 2&2
2
= - y (-—CDSMN 3 <2 dx +£><g écosm\j
4

4

2
- = 8 GOS(z_) + OOS(:[_) + g4. %xz'co‘;mclx
L

J




Z \ 2
= — S EX S Ax + [‘g;(zg\,m]
A 1

2
= A A2 =3%n(1) — g GX % k) DK

Qrelico
2 amh i Ie—bl
! — PW\
A éfum?u - A[El:(\: ~CoStx)
8 % gm\— G
= — §4, 6 [Qasm\olx —1—[6:( (’&Jgfx\‘]
gd\_J
le smme oL-c&O| KDJMQ@"’QB

A~
P-QA P-O\r\ %gvsy@tee_g g«zo,c-Lo

Riccarda Rossi (Universita di Brescia)



Prodotto di un polinomio per una funzione esponenziale.
Sia P : R — R una funzione polinomiale e sia o # 0.

/ P(x)e™ dx.
Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte

fl o eox Cosa u\e 9&'\4’10“"“
) F
g — P(x), o @ e

I\ o\ gmd,c
cioélintegriamo la funzione esponenzialg e deriviamo il polinomio.
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Prodotto di un polinomio per una funzione iperbolica.—> cowmé€.

Sia P : R — R una funzione polinomiale e sia o # 0: e

. 270 e,
/QP(x)sinh(ozX) dx (Oppure/a P(x) cosh(ax) dx)em

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte

f" < sinh(ax) (oppure f’ < cosh(ax))
g < P(x),

cioé integriamo la funzione iperbolica e deriviamo il polinomio.
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Prodotto di un polinomio per una funzione logaritmica.

Sia P : R — R una funzione polinomiale e sia o # 0. Siano :

/ab P(x) In(ax) dx.

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte
— P(x
- f 1 ‘5 sae
g < In(ax
cioé integriamo il polinomio e deriviamo Ia funznone Iogarltmlca AEW\‘E_

orale
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Prodotto di un polinomio per I'arcotangente.
Sia P : R — R una funzione polinomiale e sia o # 0.

/ab P(x) arctan(ax) dx.

Applichiamo la formula di integrazione per parti con le scelte

f - P( ), > f 3 A "h\
po&hﬂmo g < arctan(ax),
n? (gorat

cioé mtegrlamo il polmomlo e deriviamo la funzione arcotangent@@“‘at

Moo U

Esempio A 22
_f_
. ol X
x arctan(x) dx
o \-——(-') _‘glx\r&a )
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Integrazione per sostituzione

Esempio
Come integrare

/1 sin?(t) arctan(sin(z)) cos(t) dt??
0

Intuitivamente: ponendo

x = sin(t),

ottengo il termine | x2 arctan(x) |, che so come trattare (integrando per

parti).

o Come diventa il termine cos(t) dt?

@ come diventano gli estrem

cioé t = arcsin(x),

i di integrazione?
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La formula di integrazione per sostituzione ci dice come si trasforma
I'integrale dopo il cambiamento di variabile

x=(t) & t=¢(x)
tramite una ¢ invertibile.

Formula di integrazione per sostituzione

Sia f : [a, b] — R una funzione continua e sia | x = ¢(t) | un cambiamento
di variabile tale che

¢ : | — R & derivabile con derivata continua: ¢ € C(/).

Allora:

g 1(b)
| ree= [ IR COEOLS

e Vi & anche una versione per gli integrali indefiniti.
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Struttura di

N.B.: si puo applicare la formula in due modi:

- t — x = ¢(t), come in

(da Dg—SN) B | s = @lE)
sin“(t) arctan(sin(t)) cos(t) dt —%n (f)

0
- X — t si cerca di effettuare sostituzioni in modo che
Ao SN —D S

¢~1(b)
L, feeoe

sia piu facile da calcolare!
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& Osservazione:

@ integrazione per parti ~ integrazione di un prodotto di funzioni ~~ la
dimostrazione della formula di integ. per parti & basata su formula
per la derivata del prodotto di funzioni

@ integrazione per sostituzione ~ integrazione tramite cambiamento di
variabile ~~ la dimostrazione della formula di integ. per sostituzione &
basata su formula per la derivata della composizione di funzioni
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Esempio iniziale J

1
/Osin2(t)arctan(sin(t))cos(t)dt
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cosdt = P e —s o=
4 5
LY — )

O-f?@(,) C) o = P(O) =0
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Esempio 1
[t |
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Esempio 2

2
X
/ dx.
o Vx+1

Strategia per integrare funzioni che contengono termini con radicali:
effettuare la sostituzione in modo da eliminare il radicale.

¥ — S =\ xt 4

(> A4h= SHD x=5-1

= (P[g)
dx —s ce‘ts.\,o{a: Sols

2
ad>e xua@q_ £~o. Q e 2
¢ =Vxa1 Vowien S
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Esempio 3

1
2
/ s3e* ds.
0
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