Esercizi sugli integrali impropri

Esercizio 1. Studiare

[
——d.
1Vt =1

Svolgimento: & un integrale improprio, in quanto

flz) = T x € (1,2] ha una singolarita in 1:
P -

z—1+ /xd — 1

Osserviamo che f & positiva, quindi e possibile applicare i criteri. Inoltre

1 1 1

Vit—1 J@ D@2+l @Dt )vaZ 1

Siccome lim, 1+ vz + 1 =+v2elim, 1+ V22 +1=+/2, si ha

1 1 1
-1 2z -1

. . . 2
Per il criterio del confronto asintotico, f1 \/% dx converge se e solo se converge

2
I::/ ! dx.
1 rz—1

Con il cambiamento di variabile z = x — 1, abbiamo

1
I:/—dz
0o VZ

per z — 17T,

che ¢ del tipo fol L dz,cona=1.

1<1:>/11d
o = — —= dz converge.
2 0 VZ &

Quindi
2
1
/ ———— dx CONVERGE.
1 :L'4 -1

Esercizio 2. Studiare

L
/ - dx
o xsin(x)




Svolgimento: & un integrale improprio su (0, 1], con una singolaritain 0, poiché

1
m ————— = +00.
z—0+ xsin(x)
La funzione z +— T ¢ positiva, quindi possiamo applicare i criteri. Ricordando che lim,_.q gm(“) =1,
abbiamo .
-~ = ot
rsin(z) 22 per =1
quindi per il criterio del confronto asintotico fol #ﬂm dx converge se e solo se converge
/ — dx.
che DIVERGE. Allora .
1
/ dz DIVERGE.
o sin(z)
Esercizio 3. Studiare )
= [ eos@) 4
o V(z—1)?
Svolgimento: la funzione integranda ha una singolarita in z = 1: si ha
. cos(x) n
im ————— = +o0.
r—1 3/ (.’I/' _ 1)2
Siccome 1 & un punto interno a (0, 2),
I converge se e solo se
/ cos(z 2 cos(x) d
—————— dx convergono.
«/x—l L w12 &
Siccome f(z) = % ¢ positiva per z € (0,7/2) \ {1}, quindi in un intorno di 1, si possono usare i criteri
per studiare gli integrali di cui sopra. Si ha
cos(x) cos(1)

~ per z — 1,

3 (J: — 1)2 (.%' _ 1)2/3
quindi

2
e [ —<o8(@) _ g5 converge se e solo se converge

=

2 1
I = —— dx.
! / (@—1)28 "

Ponendo z = (x — 1), si ha

1
I = Ldac CONVERGENTE
, 223

co@(ac)
° fo Va1 = dz converge se e solo se converge

1 1
—— dx.
/o (@—1)28 "



Ponendo z = (1 — z), si ha

Quindi
2 cos(x)

0 3/(x _ 1)2
Esercizio 4. Studiare al variare di

+oo 7
7= / arctan(z”) .
o x%In(l+ x3)

dxz CONVERGE.

Svolgimento: & integrale improprio sull’intervallo aperto (0,+o0) (infatti la funzione integranda non &
definita in = = 0). L’integrale converge se e solo se

1 7

t

/ _aretan(@’) - onverge B
o x®In(1+ 23)

/+°° arctan(z")
1 zIn(1+23)

dx converge.

Notare che la funzione integranda e positiva = OK i criteri.
1. Ricordiamo gli sviluppi per y — O:
arctan(y) =y +o(y), In(l+y)=y+o(y).
Quindi
7
im ————— = lim x = lim x
z—0+ @ In(l 4+ 23)  z—ot z* 23 z—ot

Allora, se 4 — a > 0, cioe , la funzione non ha una singolarita in = 0, e anzi si puo estendere
per continuita a [0, 1], ponendo

arctan(z")

4—a

arctan(z")

R m se r > 0,
f(z) = T arctan(z”) 0 sea<4 —0
Mo—0t 2o+ ~ 1 seamd L
In particolare, per si ha integrabilita su (0, 1].
Per la funzione ha una singolarita in x = 0, e si ha
arctan(z” 1
(=) per z — 07,

zIn(1 + z3) T ot

1 arctan(z”)

0 To(i1z%) dx converge se e solo se converge

|
—; dr ~» converge se e solo se <1
O :I:

quindi

Quindi

1 7
arctan(x )

2 In(1 + 23) 1 < 5l

/0 2 1n(1 T x?’) dx converge se e solo se



2. Siccome lim,, , | o arctan(y) = 5 e In(1 +y) ~ In(y) per y — +oo0, si ha

1 ™ 1

™
T2 In(z3) ~ 6 z*In(z)

arctan(z")
z®In(1 4 23)

Ora osservo che

+o0o 1
/ ———— dx converge se e solo se o > 1.
9 x%In(x)

Quindi posso osservare che

* arctan(x7)
————— dxconverge se e solo se convergono
1

arctan(z”) i /°° arctan(z")
—————duze
x®1In(1 + 23) 1z In(l+ 23) 9

z*In(1 + 23)
Siccome f non ha singolarita in [1,2], f12 %

Mentre, dal confronto con m e dallo studio di f;—oo ﬁn(z) dx ho che

dz ¢ infatti un integrale di Riemann per ogni «.

arctan(z”)
———————— dx converge se e solo se a > 1.
5 x%In(1 + a3)

Allora N ;
e t
/0 m dx converge se e solo se |« € (1,5) |

Esercizio 5. Studiare al variare di
I /+°° (sinh(z))“ d.
0

e3r —1

Svolgimento: ¢ integrale improprio sull’intervallo aperto (0,+o00) (infatti la funzione integranda non &
definita in « = 0). L’integrale converge se e solo se

/1 (sinh(z))*
0

e3r —1

dz converge E

/1+°° (sinh(z))”

dx converge.
e3r —1

Notare che la funzione integranda e positiva = OK i criteri.

1. Ricordiamo gli sviluppi per y — O:

sinh(y) =y +o(y), exp(y) —1=y+o(y).

Quindi

inh « o 1
lim (sinh(@))* = lim — = lim 2°%.
z—0+ €3 —1 z—0+ 3 3 z—0+

Allora, se a —1 > 0, cioe , la funzione non ha una singolarita in x = 0 e si ha integrabilita. Per
la funzione ha una singolarita in « = 0, e si ha

(sinh(z))“ 1
edr —1 3pl-o

(sinh(z))*

-3e—7— dx converge se e solo se converge

quindi fol

1

1

/ — dz ~» converge se e solose 1 —a < 1.
O :E



Quindi
! (sinh(z))®
/o BT dx converge se e solo se .
2. Siccome sinh(z) = (e* —e™*)/2, si ha

(sinh(z))® 1 e
T o1 " gaem P

“+o0
/ (=3 dg: converge se e solo se a — 3 < 0.
1

Allora

+00 (3 h «
/0 (S:;lxi(f)l) dx converge se e solo se |a € (0,3) |

ALTRA FAMIGLIA DI INTEGRALI IMPROPRI CON CARATTERE NOTO:

/+°° e g converge se e solo se y < 0,
e’ dx
0 diverge se e solose v >0,

diverge se e solose v <0.

— 00

0
converge se e solo se >0
/ efyz dx { g 7 )

Esercizio 6. Studiare al variare di

_ [V (sin(2))"+?|In(x)|?
= /0 In(1+ 23) de.

Svolgimento: ¢ una funz. positiva: ok i criteri. Osserviamo che
(sin(z))**? = (sin(z))?sin(x)®

— (sin(@))? exp(z In(sin(x))) Yz € (0, ;] .

Ricordando che sin(z) ~ z e In(1 + 23) ~ 2% per x — 0T, si ha per x — 0F

(sin(x))™+2| In(z)|” 2 exp(z In(sin(x)))| In(z)|”

In(1 + z3) = (sin()) In(1 + 23)
o exp(z In(z))|In(z) |5
3
- r
x| In(z)|~P

dove abbiamo usato che

. _ 0 _ ST _
mli%{r exp(zIn(z)) = e’ =1 perché mlffﬁ zIn(z) = 0.

Allora [1/2 G 1nG))?

0 Tn(T52®) dx converge se e solo se

1/2 1
—————— dx converge
o /ln(x)[~F



e questo e vero se —3 > 1, cioe .

Esercizio 7. Studiare al variare di |a € R

I/+°° sinh(z?)
0

ec(z?+z) pa/2 Z.

Svolgimento: ¢ integrale improprio sull’intervallo aperto (0,+o00) (infatti la funzione integranda non &
definita in « = 0). L’integrale converge se e solo se

1 : 2
sinh(z
/0 W dzr converge E

o0 ginh(x?) d
. W X converge.

La funzione integranda ¢ positiva = OK i criteri.

1. Per x — 0% si ha e*@*+2) — 1. Ricordando sinh(y) ~ y per y — 0, concludiamo che

sinh(z?) x?
ea(z2+x) o /2 ~ /2

.. . . . . . 1 sinh (z2
quindi per il criterio del confronto asintotico fo % dx converge se e solo se
e\ sl

|
772 dx converge
o T

quindi se e solo se § —2 < 1, cio¢ .

2. Per & — +o0, si ha sinh(2?) ~ %egﬂz, quindi

sinh(z?) 1 1
ca@+a)gasz 2 exp(a(a? 4 x) — 22)z/2
1 1
" 2exp((a — 1)22 + ax)zo/?

Per lo studio di

o0 1
dx
/1 exp((a — 1)z2 + az)z*/2
distinguiamo icasia < 1l,a=1, a > 1:
(a) a > 1: siccome su (1,+00) si ha

exp((a — 1)a? + ax) > exp((a — 1)2%) > 2° VB eER

1 1
< VBER
exp((a — a2 + ax)xe/2 ~ gfgpe/?

+o0 1
/ ———dx CONVERGE se 5+ «/2 > 1.
1 xBre/2

si ha

Quindi, per il criterio del confronto si ha convergenza per .



(b) « = 1: ritrovo

+oo
1

che converge perché su (1, +00) si ha e > z” per ogni 8 € R, quindi

1 1
eTpl/2 < 2Bp1/2

Ve (1,+00)

—+oo
/ #dx CONVERGE se 8+ 1/2 > 1.
1 zPzl/?

Quindi si ha convergenza per .

(¢) a<1: siha
/*°°e><p<<1—a>9«"2>dx conl—a>0
1 exp(ax)z®/? '
Poiché ) )
i—a
o P F)
z—+oo  exp(ax)

ar (10[ 2>
e™ < exp 5 T

si ha per z sufficientemente grande

quindi
exp((1 — a)z? S exp((1 — a)z?)
exp(az)z®/? ~ exp (15222) zo/2
_ oo (50
- /2
B
x

dove abbiamo usato che

1—
exp( 2ax2> >z VpeR.
Siccome
+oo :Cﬂ ]
/1 —ars diverge per a/2 — 3 < 1,
concludiamo con il criterio del confronto che si ha divergenza per .
Allora

dx converge se e solo se @ > 1.

/+°° sinh(z?)
1

ec(z?+z) pa/2

Si ha convergenza per 1 < a < 6.

Esercizio 8. Calcolare

+o00 1
——dx.
/oo cosh(2x) .




Svolgimento:

1. verifichiamo l'integrabilita in senso improprio:

/ Rt / N d
oo Cosh(2z) ve 0 cosh(2z) T convergono.

e cosh(2z) = (e?* 4 ¢72%) /2, quindi per x — +00

! 2
cosh(2z)  e2*’

Siccome su (0, +0c0) si ha €2* > 27 per ogni 8 € R, si ha

2 2
627<$7f6 v.fE(O,—FOO)VﬁER
uindi
Q .
/ pors dx converge.
0
Quindi

+oo 1
/ ———— dx converge.
o  cosh(2z)

e Siccome cosh(2z) & pari, si ha

0 1 o1
———dzr =i —d
/OO cosh(2x) o ciglm/c cosh(2z) .

¢ 1
= lim ——dx
e—+oo [y cosh(2z)

+o0 1
= / ————dr < 40
o  cosh(2x)

quindi anche l'integrale su (—oo,0) converge.

2. Usando 4
T4+1
h(2z) = (2% 4+ ¢ 20y /2= & T =
cosh(2z) = (e** +e7°%)/ 520
calcolo

¢ 1
li —d
c—gknoo/o cosh(2z) v

€ e
c—oo Jg et 41

2c

. € 1
= lim —_—
c—oo Jy 241
= lim [arctan(t)]i‘zc

CcC— 00

= lim (arctan(e®®) — arctan(1)) = g

+o0 —+oo
| o =2 it
o cosh(2z) o  cosh(2z) 2

Allora




Esercizio 9. Studiare al variare di
o [,
0

el

Svolgimento: f ¢ positiva e ha una possibile singolarita in z = 0. Osservo che

1
27 [log(x)| =

fz) =

e ricordo il carattere dell’integrale fol/ 2 converge se

1 .
zTTog(x)[7*
a<l,VBeR o a=1,V3>1.

Allora I converge se e solo se
59<1 o by=1,—y>1

- 1
quindi se e solo se |y < 5|

Esercizio 10. Studiare
' log(3 4+ sin(x))

1 Vb + a3 + log(x)

I = dzx.

Svolgimento: f & positiva perché 3 +sin(z) > 3 —1 =2, e log(2) > 0; f non ha “singolarita al finito”. Si
ha per x — 400
log(3 + sin(x)) log(3 + sin(x))
/x° + 23 + log(z) xb/4

Quindi studio il carattere di f1+oo l%(igw dx: si ha

log(3 +sin(z)) <log(4) VzeR

+o0
/ Pe(d) ;. CONVERGENTE.
1 z5/4

Quindi 'integrale converge.

Esercizio 11. Studiare
sin? (%)

+oo
= /1 exp (cos(z) — 1) — exp(cos(z)) da-

Svolgimento: Si ha
sin? (%)
exp (cos(z) — 1) — exp(cos(z))

sin® ( L )

€T

ecos(x)e—% — ecos(z)
sin? (L1
sin” (1)

ecos(m) (67% _ 1) ’



Poiché x > 1, si ha —% < 0 quindi e~ < 1. Allora f & negativa. Studio la convergenza di
+00 +o0 oo gin? (1)
f(x)|dz = / —f(x))dx = / —_ s
|t = [ e = [ e
e applico criteri per funzioni positive. Non ci sono singolarita ”al finito”, e si ha

(1))
sm” | — | ~ | — per r — +00,
T T

1 1
l—e % ~ —(—=)=— perxz— +o0,
oz

(cambiamento di variabile z = % e sviluppi per z — 0). Quindi per x — +00

<201 1)2
‘f(x)l _ sin (E) ~ (E)
ecos(r)(l _ e—%) ecos(m)%
B 1
recos(t)
e
+oo 1 )
———dz diverge
1 recos(z)
siccome —L— > -1 (qui uso che cos(z) < 1, quindi e®*(*) < el), e f;roo 1 dz diverge. Allora f1+°° |f(x)| dz

diverge a 400, quindi

+o0 sin? (l)
/ T~ dz = —o0.
1 exp(cos(z) — 1) — exp(cos(z))

10



