Integrali tripli — Richiami di teoria
Superficie e solidi di rotazione

e Superficie di rotazione: ha equazione del
tipo
P =F<\/x2+y2> , con :132+y2 o« R2,

dove 0 < R < 400, si ottiene dalla rotazione
attorno all’'asse z della curva di equazione

z=F(y), 0<y<R,
2 =

Esempi:
22 =m?(z® +9?), m # 0: cono di vertice (0,0,0)

z=ua(z’ +y?)+b, a# 0: paraboloide di vertice (0, 0,b)
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e Superficie di rotazione: ha equazione del
tipo ey

z=F<\/;2+y2) , con m2+y2§R2,
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attorno all'asse z della curva di equazione

o UuL |

N Mﬁklﬂ omé_
A _ =&~

— \ \\

-

Mo
Y_ C

~ L

Esempi: -

22 = m2(2? +y?), m#0: cono di vertice (0,0,0)

» = a(a® +y2) + b, a # 0: paraboloide di vertice (0,0,b)
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Superficie e solidi di rotazione

e Superficie di rotazione: ha equazione del
tipo £ equarone CARTEUNANA
=F(\/w2+y2) , conz?+y? < R?,

dove 0 < R < 400, si ottiene dalla rotazione
attorno all’asse z della curva di equazione

2=F(y), 0<y<R,

Esempi:
22 =m?(z®> +y*), m # 0: cono di vertice (0,0,0)

z=ua(z®>+y%) +b, a3 0: paraboloide di vertice (0,0,b)
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e Solido di rotazione: si ottiene dalla ro-
tazione attorno all’asse z di una figura piana G
contenuta nel piano yz

y o {(:c,y,z) cR3 : z¢2+y2,z) - G}
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e Per calcolarne il volume, naturale passare alle coor-

dinate cilindriche:

. J € [0, 27]
> {<p,z>ec

& dominio “normale rispetto all’asse 9"

- Quindi

vol(T) = /{W/Tpdpdﬁdz
- [ (o) o
= 2w //Gpdpdz




Integrali tripli

Esercizio 6

Calcolare il volume del solido T ottenuto dalla
rotazione attorno all’asse z della figura piana

G={w2)eR?: 1-2<y<Vi-3 z € [0,1]}

Usando la formula e osservando che G € nor-
male rispetto all’asse z si ha

— &- lf, %) .
vol(T) =27r// >dpdz €W
rLravany

=27r/01(/1\iz__zpdp) dz

=7r/ol(z-z2)dz=

o3
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Esercizio 7

Dato a > 1, calcolare il volume del solido T
ottenuto dalla rotazione attorno all’asse z

della figura piana

G={(y,z)€R2 : OSySIn(z—I—\/zQ—l),

lgzga}

Si ha
V := vol(T) = 27r//Gpdpdz

e 277/: (/Oln(z+\/,z)pdp) .

’/T/l In%(z + zQil) dz

Il




Pongo

t=In(z4+ /22 -1) = cosh™1(z2)

- cosh(t), dz = sinh(t) dt
quindi
o W/COSh_l(a) £2 sinh(¢) dt
cosh—1(1)
che tratto integrando per parti (derivo #2 e in-
tegro sinh(¢)!). Quindi

cosh™1(a)

o [2 cosh(t) — 2tsinh(t) + t2 cosh(t) cosh=1(1}e O

e Ricordando che

cosh™1(1) = 0 e sinh(cosh1(a)) = Va2 — 1
ottengo
V=

. (2(‘1 — 1) — 2cosh™!(a)y/a? — 1 4 a(cosh‘l(a))2>




Esercizio 8 (assegnato)

Sia a > 0. Calcolare il volume del solido T
ottenuto dalla rotazione attorno all’'asse z

della figura piana

vol(T') = %(Qa + sinh(a)).



